30 
复 变 函数 
(第 二 版 ) 


余 家 荣 编 


/sm 


+ 


高 等 教育 出 版 社 


{( 京 )112 号 


在 症 第 “版 是 在 第 - -版 的 基础 |、 经 过 作者 多 年 数学 实践 ， 听 取 了 同行 们 的 宝 改 
意见 ， 疼 根据 理科 数学 力学 教材 删 审 委员 会 晤 数论 与 省 丙 分析 编审 组 在 1987 一 1989 
年 崩 癌 这 定 的 & 丰 变 末 数 (侧重 理论 ] 数 村 编写 皖 网 % 修 订 而 成 的 . 

第 “版 保持 了 顺 有 等 笃 ， 补充 了 一 些 重 监 定 腿 的 证 明 ， 发 叶子 加 胡琴 数 ， 诈 多 齐 
节 都 有 不 同 程度 的 改进 , 此外， 第 二 版 增添 了 同调 形式 改 阿 伦 形式 的 Cauchy 定 埋 ， 
划 旱 数 风 无 穷 清 积 展 开 及 焉 纯 响 数 的 部 分 分 式 尾 开 , 单 值 怕 定理 等 ， 包 其 增 浅 多 人 复 变 
且 数 -- 之 ,可 以 扩大 学 生 的 知识 而 . 

全 了 内 容 包 括 :复数 发 复 平面 , 复 灾 荡 数 , 复 变 两 数 的 积分 .级 数 . 留 数 . 保 形 响 财 ， 
咀 析 开拓 .调和 靖 数 以 及 多 筑 变 冰 数 共 九 总 ,此 外 还 有 了 两 个 附 潜 . 对 于 不 属于 笃 变 亲 
数 课程 的 一 般 内 容 加 上 上 了 * 号 ， 供 学 有 余力 的 学 生 选 学 . 

本 书 可 供 综合 大 学 数学 .力学 .天 文学 等 专业 及 师范 院 核 数学 专业 作为 教材 ， 岂 可 
供 自 党 首 估 党 . 
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第 二 版 序 


二 书 第 -- 版 问世 至 今 已 经 十 多 年 了 ， 感 谢 我 国 数学 同行 们 的 
支持 ,在 教学 中 广泛 使 用 了 它 ,并 且 对 它 提 出 了 一 些 宝贵 的 意见 和 
建议 . 高 等 教育 出 版 社 早 就 要 求 编者 编写 修订 版 ,直到 现在 才 完 
成 了 这 一 任务 . 

近年 以 来 ,高 等 学 校 理科 数学 教材 编审 委员 会 和 高 等 教育 出 
版 社 重 视 教材 的 更 新 工作 .关于 复 变 画 数 的 教材 更 新 , 曾 于 
1987 一 1989 年 间 分 别 在 武汉 ,郑州 及 合肥 召开 讨论 会 ,会 议决 定 
编写 一 本 侧重 理论 ,一 本 侧重 应 用 的 复 变 函数 教材 ,并 且 分 别 氢 定 
了 编写 提 岗 . 本 书 第 二 版 是 一 本 侧重 理论 的 复 变 函数 教材 , 

自从 1980 年 以 来 , 汐 了 吸取 外 国 经 验 进 行 教 学 改革 ,在 武汉 
大 学 建立 了 中 法 数学 班 ,其 专业 课 由 中 法 两 国教 师 按照 法 国 大 学 
数学 专业 的 教学 计划 及 教学 大 岗 进行 教学 .我们 了 解 到 ,由 于 复 
变 函 数论 这 一 学 科比 较 成 熟 ,近年 在 法 国 以 及 其 他 各 国 的 有 关 教 
学 中 , 除 引 用 了 一 些 新 的 表述 方式 及 少量 新 成 果 ( 如 同调 及 同 伦 形 式 
的 柯 西 定理 ) 外 ,其 基本 内 容 大 体 上 没有 变化 , 至 于 课程 的 具体 细 

节 , 教 师 则 可 根据 情况 安排 . 

本 书 第 二 版 对 第 一 一 版 中 有 关内 容 参照 忌 千 们 的 意见 作 了 修订 ， 
还 参照 编写 提纲 增添 了 一 些 内 容 ， 增 添 也 让 经 有 的 是 罚 了 提供 教 
师 选 讲 ,有 的 是 沪 了 使 本 书 同时 成 为 贷 演 放 二 一步 学 习 的 参考 书 ， 
现 对 增添 的 内 容 说 明 如 下 . 

当前 国际 数学 界 已 经 比较 普遍 采 下 了 信 “ 记 关 概念 与 注 辑 记 
号 ,我 国有 些 数学 交行 在 教学 中 也 采 忆 了 ,: -有 关 概 念 及 记号 
对 教 与 学 都 比较 方便 ,本 书 部 分 地 采 咱 了 它们 并 且 把 有 关 的 基本 
知识 写成 了 附录 一 ,以 备 参阅 . 

为 了 使 本 书 能 起 到 参考 邯 的 作用 , 它 包 当 了 所 有 有 关 结 果 的 


。 了 


证 明 ; 附录 二 中 讲述 了 约 当 定理 ,这 属于 拓扑 学 的 范围 ， 第 六 章 
中 讲述 了 正规 族 及 柳 曼 定理 与 边界 对 应 定理 的 证 明 

同调 及 同 伦 形 式 的 柯 西 定理 是 单 复 变 函数 论 中 一 项 较 近 代 的 发 
展 ,多 复 变 函数 论 是 一 门 正在 逐步 形成 的 学 科 , 汪 书 对 它们 都 作 了 
介绍 ， 关于 多 复 变 函数 ,这 里 只 讲述 了 两 个 复 变数 情形 的 一 些 基 
本 结果 ， 

本 书 还 增添 了 无 穷 乘积 . 整 函 数 的 无 窃 乘 积 展 式 以 及 亚 纯 
函数 的 部 分 分 式 展 式 等 比较 经 典 的 内 容 . 此 外 ,还 补充 了 一 些 
习题 ,其 中 包含 由 一 些小 题 组 成 的 大 题 ; 在 法 国 数学 课 的 习题 
及 考试 题 中 往往 采用 这 种 类 型 的 大 题 . 

对 于 不 属于 我 国 复 变 函 数 课程 一 般 教学 内 容 的 章节 以 及 有 关 
习题 ,本 蔬 中 加 上 了 * 号 作为 标志 . 

本 书 第 一 版 中 包 会 《解析 务 数 对 平面 声 的 应 用 》 一 章 ， 由 于 这 
一 章 有 些 内 容 在 当前 只 爵 史上 的 意义 ,而 且 现 在 即将 有 侧重 应 用 
的 复 变 函数 教材 出 版 ,本 修订 版 中 把 这 一 章 完全 删 去 了 . 

与 本 书 第 一 版 一 样 ,本 修订 版 的 编写 得 到 了 武汉 大 学 及 其 他 
兄弟 院 校 同行 们 的 热情 帮助 ， 孙 道 椿 副 教 援 审阅 了 本 书 各 章 及 附 
隶 一 ， 张 敦 穆 副 教授 审阅 了 第 六 章 和 附录 二 ; 陈 方 权 副教授 审阅 了 
全 书 ， 他 们 都 提出 了 许多 重要 的 意见 . 史 济 怀 教授 倡议 在 本 书 中 加 
入 多 复 变 函数 一 章 , 并 对 该 章 内 容 提 了 具体 建议 .编者 谨 向 这 些 
同志 们 热烈 致谢 ! 

”对 于 本 书 中 所 存在 的 问题 ,请 读者 予以 指正 .编者 谨 在 此 巴 
致谢 意 ! 


余 家 荣 
1991 年 10 衣 5 日 于 武汉 


第 一 版 序 ( 摘 条 ) 


本 书 是 以 武汉 大 学 数学 系 1963 一 1965 年 复 变 函数 讲义 为 
基础 改写 的 . 这 次 改写 的 依据 是 1977 年 理科 数学 教学 大 岗 讨论 
会 上 所 制定 的 复 变 函数 教材 编写 大 网 . 

本 书 讲述 草 复 变 函 数 的 分 析 理 论 以 及 几何 理论 的 基本 内 容 ， 其 
中 有 些 内 容 在 教学 中 可 以 根据 具体 情况 决定 取舍 ,例如 可 不 讲 
多 角形 映射 公式 的 证 明 . 普 阿 检 公式 及 犹 里 克 菜 问题 等 ， 
多 信和 函数 可 限 干 讨论 只 有 一 个 有 限 梳 点 的 情况 ， 如 果 这 样 。 第 
二 章 第 5 一 了 段 的 内 容 可 以 删 去 一 些 ; 对 于 对 数 函 数 和 和 窄 函 数 可 
只 采用 限制 辐 角 使 其 成 为 单 值 函 数 的 方法 来 处 理 ; 第 五 章 第 
4 段 的 例 3 也 可 删 去 ， 如果 教学 时 间 还 不 够 , 可 考虑 再 删 去 
亚 纯 函 数 零 点 与 极点 的 个 数 , 颂 歌 定理 以 及 保 形 映射 一 般 原理 的 
证 明 等 .关于 解析 函数 的 应 用 ,采用 本 书 时 可 根据 实际 情况 选 讲 . 
本 书 每 章 后 附 雄 较 多 习题 ,以 备 挝 作 ， 

在 本 局 编 写 ;过 程 中 ,得 到 了 武汉 大 学 及 其 他 许多 兄弟 院 术 
志 们 的 热情 帮 盐 ， 在 审 稿 定稿 时 ,又 受到 了 四 川 大 学 领导 和 同志 
们 的 亲切 关怀 审 稿 小 组 的 周志 们 提 放 了 许多 宝贵 的 意见 以 及 改 
进 教 计 的 具体 办 法 ; 何 成 奇 . 范 莉莉 同志 还 帮 有 鄙 疏 写 了 有 关 多 人 慎 
函数 的 几 段 , 严 镇 军 同 志和 帮助 添加 了 一 些 习 题 ， 编者 谨 向 所 有 这 些 
同志 表示 赴 心 的 感谢 


余 家 荣 
1978 年 8 月 28 日 于 武汉 
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复数 是 十 六 出 纪 人 和 们 在 解 代 数 方程 时 引入 的 ,在 十 七 和 十 入 
世纪 , 随 着 微 积分 的 发 明 与 发 展 ,人 们 研究 了 复 变数 函数 (简称 复 
变 函 数 ] ,特别 是 把 实 变数 初等 函数 推广 到 复 变 数 情形 ,得 到 了 一 些 
重要 结果 . 

因为 复数 最 初 是 单纯 地 从 形式 上 准 广 而 引进 的 ,并 且 在 十 八 
世纪 以 前 ,由 于 人 们 对 于 复数 的 有 关 概 您 了 解 得 不 够 清楚 ,用 它们 
进行 计算 得 到 了 一 些 矛 盾 ,所 以 复数 在 历史 上 长 期 不 能 为 人 们 所 

受 ，* 虑 数 " 这 一 名 词 本 身 就 恰好 反映 了 这 一 点 ， 

可 旦 复数 不 是 什么 神秘 的 东西 , 它 是 由 一 对 实数 表示 出 来 的 ， 
有 许多 几何 量 与 物理 量 ,也 可 用 一 对 实数 来 表示 ,例如 平面 上 点 的 直 
角 坐 标 . 平 面向 量 , 平 面 上 的 速度 与 力 等 等 ; 而 复数 恰好 可 以 用 来 
表示 这 些 量 ， 在 一 些 情况 下 ,应 用 复数 表示 这 些 量 计算 起 来 比 蒋 
方便 ， 在 十 八 世 纪 , 本 达 朗 中东 (1717 一 1783) 与 工 , 欧 拉 
{1707 一 - 1783) 等 人 逐步 阐明 了 复数 的 几何 意义 和 物理 意义 , 澄 
清 了 复数 的 概念 ,并 且 应 用 复数 和 复 变 函数 研究 了 流体 力学 等 方 
面 的 一 些 问题 ， 直 到 这 时 ,人 们 才 接 受 了 复数 , 复 变 函数 论 才 能 顺 
利 地 建立 和 发 展 . 

复 变 函数 的 理论 基础 是 在 十 元 旺 纪 商定 的 A. 工 . 柯 西 
《1789 一 1857). 区 .外 尔 斯 特 拉 斯 (1815 一 1897] 和 G.F.B, 歼 用 
(1826 一 18667 是 这 一 时 期 的 三 位 代表 大 物 . 柯 西 和 外 尔 斯 特 拉 
斯 分 别 应 用 积分 和 级 数 研究 复 变 函数 , 歼 姻 研究 复 变 函数 的 映射 性 
质 . 

复 变 函数 论 的 建立 和 发 展 与 解决 实际 问题 的 需要 有 联系 .例如 
复 恋 函数 论 的 主要 基础 之 一 一 柯 西 定理 ,是 柯 西 在 研究 水 波 传 
播 问 题 时 ,设法 计算 一 些 积分 而 发 现 的 ; 流体 力学 、 电 学 和 空气 动 


。 了 -。 


-力学 的 研究 都 促进 了 这 门 学 科 的 发 展 . 

到 本 世纪 , 复 变 函数 论 是 数学 的 重要 分 支 之 一 , 随 着 它 的 领域 
不 断 扩 大 而 发 展 成 一 门 放大 的 学 科 ， 这 门 学 科 中 所 研究 的 问题 ， 
有 些 是 由 其 本 身 在 发 展 中 提出 的 ,有 些 是 由 实际 问题 或 其 他 学 科 
提出 的 ， 对 于 自然 科学 其 他 部 门 (如 空气 动力 学 .流体 力学 . 中 学 、 
热学 ,理论 物理 等 ) 以 及 数学 中 其 他 分 支 [如 微分 方程 积分 方程 ， 
概率 论 .数论 等 ), 复 变 函 数论 都 有 重要 的 应 用 7 

从 本 世纪 三 十 年 代 开 始 , 我 国 数学 工作 者 在 单 复 变 函 数 和 多 复 
变 函 数 方 面 ,做 过 许多 重要 的 工作 ， 在 七 十 年 代 , 杨 乐 . 张 广 厚 喇 
记 在 单 复 变 函数 的 值 的 分 布 理 论 和 渐 近 值 理论 中 ,得 到 了 首创 性 的 
重要 成 果 ; 从 八 十 年 代 起 ,我 国 数学 工作 者 在 数学 的 各 个 领域 中 开 
展 了 富有 成 果 的 研究 工作 . 这些 都 受到 国际 数学 界 的 重视 ， 事 实 
证 明 , 中 国人 民 具 有 无 穷 无 尽 的 潜力 ,一 定 能 在 不 远 的 将 来 ,使 我 
国 在 数学 上 全 面 达到 沁 界 先进 水 平 ， 

本 书 主要 讲述 单 复 变 另 数 的 基本 理论 ,对 于 多 复 变 函数 只 在 
最 后 一 章 作 了 简单 的 介绍 ， 书 中 内 容 主 要 包括 单 仇 变 函 数 的 导数 
积分 、 级 数 以 及 映射 性 质 等 ,而 县 主要 只 限于 讨论 一 类 特 残 洒 复 变 
函数 , 奴 所 畜 租 析 函 数 ， 


24; 声 如 可 参看 : M.A. 控 市 伦 捷 夫 及 E.A .沙巴 特 普 ， 施 祥 林 , 乾 定 中 详尽 复 变 
声 数 论 方法 》， 高 等 教育 出 版 证 ，1956 . 
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第 一 章 ”复数 及 复 平面 


$1， 复 数 及 其 几何 表示 


1. 复数 域 复 恋 崩 数 论 的 出 发 点 是 复数 ， 在 代数 中 已 经 讲述 
过 复数 ， 为 了 使 于 以 后 讨论 ， 我 们 把 有 关 复 数 的 基本 定义 及 结论 ， 
在 这 里 同 顾 一 下 . 

每 个 复数 z 具有 x+ 也 的 形状 其 中 x 和 ye 民 ( 全 体 实数 所 
成 的 集 )，i 是 坎 数 间 位 (也 可 记 作 VY 一 | ); x 及 } 分 别称 为 z 的 
实 部 和 虚 部 ， 分 别 记 作 x= Rez 及 y=Imz. 如 果 两 个 复数 = 和 2 
的 实 部 及 虚 部 分 别 相等 ， 那么 这 两 个 复数 称 为 相等 ， 记 作 z=z,. 
如 果 Imz= 0, 那么 把 = 看 作 实数 ， 记 作 z= Rez; 如 果 Imz 天 0, 那 
么 =z 称 为 万 数 ， 如果 Imz 0, 而 Rez= 0, 那么 z 称 为 纯 碟 数 ， 
记 作 z= jimz. 人 金 体 复数 所 成 的 集 记 作 人 , 民 是 5 的 一 个 子 集 .，- 

对 实数 引进 加 , 减 . 乘 , 除 运算 ， 并 且 运 算 满 足 一 些 法 则 {交换 
律 . 结合 律 .分 配 律 等 }、 这 样 就 是 在 集 品 上 上 引进 一 个 代数 结构 ， 
使 其 成 为 实数 域 民 . 对 复数 也 可 以 引进 加 , 减 , 莱 . 除 运算 . 设 aj, a,， 
”Byes, 复数 的 加 法 和 乘法 运算 由 下 列 等 式 定义 : 

(at i + (at ib,)= (4+) + ib + b,), 
(Gil 十 了 at by ) = (a — Pb) +t lab,t a ), 

企 上 列 第 二 式 中 ， 把 乘积 展开 成 “变数 "i 的 多项式， 然后 用 "一 1 
代 赫 忆 , 就 得 到 右边 的 结果 .减法 和 除法 则 定义 为 加 法 和 和 葬 法 的 
逆 运 算 .， 我们 有 


(@ 二 及) 一 (ai 十 动 )=(@ — tm)+ (bb,), 

二 区 《ai+ 访 |)(q 一 汉 ,) 

人 十 i {(&+ ih, ) (a — ib,) 

- te ri (qs+t ib, #0). 
村 以 证 明 ， 复数 的 加 减 乘除 与 实数 的 相应 运算 满足 同样 的 一 些 法 
则 .对 复数 引进 这 些 运 算 ， 就 是 在 集 @ 上 引进 一 个 代数 结构 ， 使 
其 成 为 复数 域 C; 它 可 看 作 是 由 实数 越 民 扩张 而 得 的 ， 

2. 复 乎 面 在 平面 上 取 直 角 坐 标 ， 平 面 上 的 任 - 一 点 可 由 一 对 
实数 唯一 确定 ,这 时 在 平面 上 或 对 集 导 = try 及 y eR} 引进 
两 点 (B 中 一 个 元 素 称 为 一 点 ) 的 距离 ， 即 引进 一 种 拓 反 结构? ; 
这 时 平面 或 集 嫩 称 为 平面 请 , 它 是 一 个 欧 氏 空间 . 

一 个 复数 和 由 它 的 实 部 和 虚 部 . 亦 即 由 一 对 实数 所 唯 -确定 . 
作 映 射 G 一 ?2 :一 X 二 祁 一 (x,y) ER2 于 是 在 集 他 与 平面 妈 


ie 


表示 x+ j， 并 把 它 称 为 点 xX 十 她. 这 时 平面 民 就 称 为 平面 各, 它 


是 对 集 C 引进 两 点 的 距离 即 一 种 拓扑 结构 而 得 到 的 -个 欧 氏 空 
间 ， 集 遇 与 横 符 标 铀 上 一 切 点 所 组 成 的 集 相对 应 ， 集 襄 = fiyly eR)} 
与 锥 坐 标 轴 上 一 切 点 所 组 成 的 集 相对 应 .因此 把 横 坐 标 轴 及 纵 坐 
标 加 分 别称 为 实 轴 及 庶 轴 . 实 轴 在 原点 右 方 及 左 方 的 部 分 分 别称 
为 正 实 轴 及 负 实 轴 ; 虚 轴 在 原点 上 方 及 下 方 的 部 分 分 别称 为 上 半 


庶 轴 及 下 半 虚 轴 . 实 轴 上 方 及 下 方 的 半 平 面 分 别称 为 上 半 平面 及 


re ve 一- 一 


下 半 平 面 ; 虚 辅 右 方 及 左 方 的 半 平 面 分 别称 为 右 半 平面 及 左 半 平 


面 . 复 平面 必 有 时 按照 表示 复数 的 宁 坪 用 z,w，… 而 称 为 z 平 


二 从 取 离 可 引进 名 域 等 概念 . 
2 


复数 除了 可 以 用 复 平 面 公 于 的 点 表示 外 ， 还 可 以 用 怠 上 的 
向量 来 表示 ， 把 复 平面 人 上 - 切 向 量 所 组 成 的 集 记 作 玉 .六 中 向 
号 可 以 分 成 一些 答 价 类 :一 向 景 经 过 平行 称 动 (把 平行 移动 记 作 


“关系 P” ) 而 得 的 所 有 向 晤 ,与 原 向 车 爸 成 一 个 等 价 类 集中 对 
F 关 系 了 的 所 有 等 价 类 构成 -- 个 新 的 集 ， 称 为 集 了 对 于 关系 忆 
的 商 集 ， 记 作 ALP* .复数 z= x+ ax 及 es) 可 以 用 在 实 加 


及 虚 轴 上 上 的 投影 分 别 是 x 及 vy 的 任 一 向 量 来 表示 ， 亦 即 可 用 -个 
等 价 类 中 的 任 一 向 量 来 表示 .有 时 我 们 把 “复数 ”与 向量" 用 作 同 
疼 语 . | 

在 图 1 中 , 把 向 量 z=x+jy 的 起 点 放 在 原点 . 向 量 z=- x 十 四 
的 长 度 称 为 复数 z 的 模 ， 记 作 


中 显然 外 = V+ 六 . 实 轴 
的 正 向 与 向 景 z 之 间 的 夹 角 
(这 里 假定 zx0) 称 为 z 的 加 
角 , 记 作 8, 显然 8 有 无 穷 多 
个 不 同 的 值 ， 把 它们 记 作 


Argz = 0+ 其 (KEP), 
或 简单 记 作 1 洛 1 


Argz = 2x EE, 
其 中 = {0, 土 1, 十 2,…). Argz 中 只 有 -- 个 什 x 满足 条 件 一 x 
<x 和 A; 它 则 做 = 的 辐 角 的 主 仿 ， 记 作 atg z. 汉 后 也 把 Arg z 中 
任 一 确定 的 值 记 作 arg z ， 
复数 = (地 0 ) 的 实 部 和 诽 部 可 以 用 模 和 辐 角 表示 为 : 


Rez= jcos Argz, Hm z= lsin Argz. 
王仁 -等 价 类 是 PP 的 个 元 囊 . 


于 是 z 本 身 可 以 表示 为 
z=|z|l {cos Arg z+ isin Argz)， 
这 个 式 子 称 为 的 三 角 表 示 式 . 


一 


两 复数 x 十 六 与 靶 -如 称 为 (和 相左) 共 罚 的 . 如 果 共 中 之 一 
用 = 表示 ， 那么 另 一 个 用 z 表示 ,显然 点 z 和 z 基于 实 轴 为 对称 . 
因此 | jzl= | ; 
此 外 ，Arg== ~ Arg z. 这 个 式 子 理解 为 : 把 Argz 的 每 个 值 乘 到 
一 1, 就 得 到 Arg= 的 个 值 ， 反 过 米 也 是 这 样 . 

现 对 复数 的 加 法 作出 几何 解释 根据 定义 ， 复 数 z= al+ i， 
及 z= a 十 翅 ;, 相 加 与 向 量 3 及 z, 相 加 的 规律 一 致 . 在 力学 和 物 
理学 中 ， 如 力 , 速度 .加 速 诬 等 都 可 出 向 量 来 表示 ， 这 就 说 明了 复 
数 可 以 用 来 表示 实 有 的 物理 量 . 当 向 量 z {对 0) 太 z( 关 0) 的 方向 不 
是 烛 同 或 相反 时 (图 2)， 作 起 点 在 原点 的 向量 z1 及 zj, 到 z 及 z 
为 两 边 作 平 行 四 边 形 ， 从 原点 出 发 沙 1 对 角 线 所 作 的 向 量 就 表示 2， 
+ 有 当 5 及 2 的 方向 相同 或 相反 时 ，z 十 2 也 不 难 作出 . 

让 于 一 5 表 孙 与 z 长 度 相 等 ,方向 相反 的 向 量 , 而 且 z1 一 z= 
1 十 (一 筷 )， 可 以 仿照 =z 十 2 的 情形 作出 2 一 5,( 图 2). 因 然 ， 算数 
相 减 与 同 量 相 减 的 污 划 也 -一 至 . 


现在 导出 关于 两 复数 的 和 及 差 的 模 的 几 个 不 等 式 . 如 图 2， 
从 点 z 出 发 到 点 3 十 环 的 癌 量 是 向 量 2 于 是 向 量 z 2 及 3 十 瑟 
. 构成 一 个 三 角形 的 三 边 ， 因 为 三 角形 一 边 的 长 不 能 超过 另 两 边 长 
的 和 ， 并 且 不 能 小 于 它们 的 差 ， 所 以 我 们 有 
lz 十 z| 所 芭 | 填 | (2.1) . 


以 及 
|zi+ + a> lz 1— Ee; (2.2) 
不 难 和 证明， 即使 向 曲 > ,= 及 z+ z, 平行 于 同一 直线 ， 从 而 不 能 
构 或 - -个 二 角形 的 三 边 时 ， (02.1) 及 (2.2) 仍 然 成 立 . 
在 (2.1) 及 [2.2 用 一 2 代替 z, ,我 们 就 得 到 
|z; — zl [st 1 {2.3) 
以 及 
lz,— zl¥ lzl— lz . 02.4) 
我 们 也 可 直接 证 明 (2.3) 及 (2.4). 事实 上 ,在 图 2 中 ， 从 点 
z; 出 发 到 点 = 的 向 旺 是 z 一 =. 沙 虑 向 量 z,, z, 及 z, 一 z, 所 构成 的 
三 角形 ， 就 可 排出 这 琴 个 不 等 式 . 
把 z 及 >:: 看 作 复 平面 二 上 上 的 网 点 ， 不 难看 出 ，l ~ 到 表示 了 
及 = 项 点 之 闻 的 踊 遍 ， 
关于 复数 的 模 ， 有 - 下 列 结 采 : 设 复数 2 二 X+ 记 ,其 中 x 及 yy 
实数 , 显然 
Res<E | 及 |Imzlglzl. . (2.5) 
久 恩 = 局 训 = 上 所 以 
d=vszs . (2.6) 


例 革 试用 复数 表示 圆 的 方程 
a(xi+ 1 ) + bxt ert+d=0, 
其 中 a, ,c,d 是 实 常数 (如 杂 a=0,D 及 cc 不 侈 为 0, 这 是 直线 方 
各 ). ， 
令 z=x 二 让 ;代入 方程 中 :由 十 


我 们 就 得 到 
azz+ Bz+ Bz+ d=0, 
其 中 p= 地 (b+ie) 
例 2 设 z, 及 z 是 两 个 复数 . 读者 可 自行 证 明 : 
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了 =z. 
现在 把 不 等 于 零 的 复数 2 及 z, 写 成 三 角 表 示 式 : 
z= lzi l(cos Arg z+ isinArp 2 )， 
z= zl(cos Arg 7,+ isinArgz,), 
由 莱 法 的 定义 得 
32 一 | 人 ze [Leos( Argz+ Argz:) 
+isin(Arg 7,+ Arg 2,)] ， 
由 此 得 
上 zi|= bellz,l, Arg(z, 2,)= Argz+ Arg z, . (2.7) 
(2.7) 中 后 - :等 式 应 理解 如 下 : 对 于 Arg {zz, ) 的 任 一 值 ， - 定 有 
Argz, 及 Argz, 的 各 一 值 ,使 其 和 与 前 者 相等 ， 反 过 来 岂 是 这 样 . 
其 次 ， 由 除法 的 定 闵 得 
z = 如 [cos(Argz,— Argz,) + isin( Argz, — Argz,)|, 
2 


由 此 得 


.21 
22 


= ,Are 2 = Arg'2 — Arg 2, (2.8) 
lz,| 2 
{2.8) 中 后 一 等 式 应 与 (2,7) 中 后 一 等 式 类 伺 地 理解 
由 {2.7) 太 (2.8)， 可 以 推出 两 个 不 为 零 的 复数 的 积 与 商 的 儿 
在 


们 意 浆 ， 这 里 不 一 一 列举 ， 
例 3 设 z 及 z, 是 两 个 复数 ,求证 
(z+ zl = |z b+ lz + 2Re (zz, ), 
并 利用 这 一 等 式 证 明 (2. 1 )， 
我 们 有 
lz + z= {z+ 2 ) (z+ 2,) 
= (z+ 2 N21+2, ) 
一 到 31 十 2 十 zi22 十 2122 
=lzP + ld+ z+ 
= |zP+ lz + 2Re (zz,). 
其 次 ， 由 上 列 等 式 以 及 
Re(zi2 ) 所 加 下 = 
就 可 导出 (2.1). 
例 4 作出 过 复 平面 GS 上 不 同 两 点 a, 上 的 直线 及 过 不 共 线 三 
点 a,b, 的 加 的 表示 式 . 


由 (2.8), 可 见 arg 也 表示 向 量 a 及 5 的 一 个 夹 角 .， 上述 a 


5 黄 点 所 决定 直线 上 任 一 点 z 的 特征 是 向 量 z-a 及 b-a 的 一 
个 实 角 是 0 或 土 x, 即 


arg pe =0 或 土 z. 
从 而 所 求 直线 的 表示 式 是 
2—d 
Im 二 人 =0. 


上 述 a,5,e 三 点 所 决定 的 贺 上 任 一 点 的 特征 是 : 向 量 z 一 a 及 
z 一 的 夹 角 ,等 于 向 量 c 一 a 及 c 一 5 的 夹 角 ,或 者 与 它 互 补 ， 即 
之 一 修 cd 


zp HE ep 


arg 


最 后 考虑 复数 的 磁 短 ， 先 考 上 = 天 0 的 情形 ， 设 sn 是正 整数 ，z* 
表示 信和 的 乘积 ， 由 (2.7》 递 推 得 
六 = 人 [ecos (nArg2)+ isin(nArgz)) . 


显然 、 这 公式 当 n=0(z?=1) 时 也 成 立 . 定义 z- “= 记 , 我 们 有 
=|z| "cos(— nArg ?2)+ isin(— "Are 7) . 
因此 对 于 任意 吉 数 Hi 下 列 公 趟 成 立 : 
z"=|zP (cosmArgz + isinmArg 2). (2.9) 
在 (2.9) 中 取 jzl=1 及 Argz 的 一 值 6, 我 们 就 得 到 著名 的 棣 莫 弗 公 
式 : 


(cosgT ising )*= cos m1) +isinme . (2.9 9 


1 
如 果 n( 庆 2) 是 正 整数 ， 定 义 z* 是 油 是 ws = = 的 复数 ww， 那么 出 
| (2.9) 可 导出 


二 一 . 
2"= + 二 区 (3 Ares)+ sin( + Are | (2.10) 


I 1 
再 上 式 右 迎 可 得 z” 的 nn 个 不 同 的 什 ， 其 中 + 六 | 表示 zl” 的 
正 值 ， 为 了 得 到 金 部 不 同 的 值 ， 只 要 固定 Arg z 的 某 一 个 值 ， 设 此 
佳 为 四， 然后 在 (2. 10) 的 石 边 攻 下 列 n 个 值 代 入 Argz: ,P+ 27,…， 
P+ no 1)2n., " 

上 可 把 的 定义 拉 到 是 有 形 数 情 下 当 一 0, 而 ”是 正 
有 埋 数 时 ，z"= 0. 

例 5 家 TT 的 所 有 值 ， 

久 


由 于 1+i= 3 (om 下 tain 号 ) 我 们 有 


,一 -一 天 _ .. 1 i 
i = Es (所 +2kr + in 二 (所 + kr )| 


= Wo (mm -TE + isin -二 jx 笃 十 jin 生 ) 
(kK=0,1,2,3)., 

因此 

I+ = Wo — Wos ~ imo, 


站 :中 


Wo (em 6 + kinG 


3. 复 球面 及 无 穷 大 在 第 1 段 中 , 已 经 引进 了 复 平面 .现在 要 
作出 复数 在 球面 上 的 几何 表示 ， 
在 点 华 标 是 (x,y,#) 的 三 维 宝 间 中 ， 把 xOy 平面 看 作 就 是 z= 
Xx 十 妆 平 加 .考虑 球 而 5S: . 
XX 十 十 二 二 1， 

取 定 球面 上 一 点 N(0,0,1)， 称 为 球 极 ， 作 连接 N 与 xOy 平面 
EF 任 … 点 A(x,y,0) 的 直线 ， 并 且 设 这 直线 与 球面 的 交点 是 4“ 
(x “4 个， 那么 4 称 为 4 在 球面 上 的 球 极 射 影 ， 由 于 (x,y， 
0),(x yy 和 直 及 (0,0,1) 共 线 ,我 们 有 xX:yi 一 1= x pp 

4 “一 1, 从 而 


， xX“ 十 地 “ 
XT 一 
pz EPTFE I te 
四 {E 一 中 站? 人 一 


1 = 十 二 ,2—Z 印 -1L 

Rt ?AE ~ RF+1 
这 样 ， 在 复 平面 G 与 S$-{N) 之 间 建 立 了 一 个 双 射 如果 一 点 z 
的 模 愈 大 ， 那 么 它 的 球 极 射影 就 愈 接近 于 球 极 N, 由 于 在 球 上 只 
有 一 个 球 极 N, 我 们 约定 复 平面 上 有 -个 理想 的 点 ， 称 为 无 穷 远 
点 ， 其 球 极 射影 为 N; 无 穷 远 
点 及 N 分 别 可 看 作 一 个 新 引 
进 的 非 正常 复数 无穷 大 ( 即 oo ) 
在 平面 及 球面 上 的 几何 表示 . 
集 G ( {oo } 称 为 扩充 复数 集 
CG,, 复 平面 E LU foo } 称 为 扩 
充 复 平面 C,. 于 是 在 球面 $、 
扩充 复 平 面 CG. 及 扩充 复数 集 
各。 之 间 分 别 建 立 了 双 射 ， 这 甘 3 
种 球面 8 称 为 复 球面 5( 图 3). 引进 复 球面 即 相应 地 对 C。 引进 了 


球 极 射影 最 初 是 在 天 文学 中 引进 的 ， 后 来 又 应 用 在 地 理学 中 . 
应 用 球 极 射影 ， 可 以 把 天 球 或 地 球 表示 在 平面 上 . 
无 穷 大 及 无 穷 远 点 用 作 同 义 语 ， 正常 的 复数 及 复 平面 上 的 点 


往往 称 为 有 限 复数 及 有 限 点 . 在 本 书 中 ， 除 特 别 声明 外 ， 只 考虑 


有 限 复数 及 复 平面 

对 于 复数 m , 实 部 和 虚 部 以 及 辖 钊 的 概念 都 没有 意义 ; 至 于 
它 的 模 ， 则 约定 为 二 oo(|loo1= 十 0)， 而 对 于 任何 正常 的 {有限 
的 ) 复 数 > 后 二 +oo ~ 

为 了 以 后 需要 ， 我 们 引进 下 列 运算 的 意义 : 设 x 为 有 有 限 揽 数 ， 
那么 

和 二 加 一 站 士 = 的 ， 
i 


Rao0 一 00， = ow{x0), 


证 = (uA0), 0(u#%). 
0 ， 
运算 吕 土 o 02， 末 以 及 一 ~ 和 被 有 意 浆 . 


$2. 复 平 面 的 折 扑 


4. 初步 概念 ”关于 平面 R: 或 复 平面 名 的 基本 拓 盾 知识 ,在 

数学 分 析 中 已 经 讲述 过 了 .在 这 里 把 已 学 过 的 一 些 知 识 回顾 一 下 . 
设 xeEe:re(0, +o)、 集 

{zllz—al<r,zeG}e | (4.1) 

称 为 以 wx 为 中 心 .上 为 半径 的 圆 盘 ， 或 者 称 为 x 的 一 个 邻 域 或 r 

邻 域 ， 记 作 Ver) 集 一 


{zlz—als r} 


称 为 以 a 为 中 心 .r 为 半径 的 闵 圆 盘 ， 记 作 UU (mr ). 

设 已 给 集 Ec 心 , 我们 可 以 物 某 些 we 加 以 分 类 如果 Yr 
>0,U (osr) 门 已 中 有 无 穷 个 点 ， 那 么 w 称 为 集 五 的 一 个 聚 点 
或 极限 点 ; 这 时 它 可 能 属于 集 E, 也 可 能 不 属于 集 瓦 . 如 果 习 六 > 站 
使 得 Cz, + )c E, 那么 a 称 为 集 巨 的 内 点 ; 它 显然 属 于 集 EE， 
并且 古 集 巨 的 聚 点 . 如 果 Yr >0, Ua,7j 站 Ez ,Ulu, 7 站 

Etx0” ， 那 么 w 称 为 集 五 的 边界 点 . 集 互 的 全 部 边界 点 所 组 
成 的 集 ， 称 为 集 巨 的 边界 ， 记 作 5 35 中 的 点 不 一 定 属于 集 已 
也 在 一 定 是 集 五 的 聚 点 ， 五 ，) 8 匹 称 为 巨 的 闭 包 ， 记 作 五 - 如 果 
_ 习 r>0, 使 得 ga,r) 门 ={x}， 那 么 & 是 策 志 的 一 个 边界 点 ， 
但 不 是 聚 点 ， 它 称 为 集 五 的 孤立 点 ， 


ee 


如 果 集 EE 中 的 点 金 部 是 内 点， 那么 集 EE 称 为 开 集 ， 如 果 


全 以 后 往往 不 明确 写 出 ze 避 这 一 条 件 . 
全 ' 严 表示 上 的 侠 集 , 即 攻 一 F, 亦 即 告 中 不 属于 EE 的 点 构成 的 集 . 
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集 卢 或 者 温 有 容 点 ， 或 者 所 有 察 点 都 属于 集 E. 那么 集 五 称 
为 闭 集 ， 任何 集 瑟 的 亲 包 五 必然 是 一 闭 集 ， 如 果 习 r >0, 使 得 
UO, 了 7) 一 五 ,那么 集 称 为 有 界 集 ; 否则 集 五 就 称 为 无 界 集 . 复 
平面 站 上 的 有 界 册 集 称 为 紧 征 ; 和 

例 1 上 述 因 盘 U(w, 让 审 的 点 全 部 是 它 的 内 点 . 因此 六 盘 是 
一 开 集 ， 并且 是 一 个 有 界 开 集 . 闭 圆 盘 U (x, r ) 的 所 有 褒 点 都 属 
于 它 ， 因 此 它 是 一 闭 集 ,， 并且 是 一 个 有 界 团 集 . 

例 2 设 x 及 与 前 述 意 闵 相同 ， 集 {ziz 一 圳 = ”是 以 = 为 中 
心 . [以 为 半径 的 图; 它 是 阁 盘 U (a,r ) 及 闭 阅 盘 已 (er ) 的 边 
界 . 

例 3 复 平面 CE 及 实 轴 , 虚 轴 都 是 元 界 集 ， 复 平面 6 是 无 界 开 
例 4 设 a 及 r 与 前 述 音义 相同 . 集 E={z10<lz 一 gl<r}) 是 去 

捧 圆 心 的 图 盘 ， 关 心 xs 9E, 它 是 上 E 的 孤立 点 ,， 间 时 也 是 灌 琅 
前 萌 点 

Yr>0, 在 扩充 复 平面 各 。 上 ， 集 {z1 作 > r,ze@ x] 称 为 无 穷 

远 点 的 - -个 邻 域 . 有 了 这 一 概念 就 可 引进 无 穷 远 点 是 扩充 揽 平 
画 尼 上 天 一 集 EE 的 寨 点 .内 点 .边界 点 与 层 立 点 的 定义 ， 以 及 这 
平面 上 开 视 与 闭 集 的 定义 , 在 GE 上， 闭 集 就 是 紧 集 * ， 

人 C, 信 及 ES 中 所 有 图 盘 可 形成 人 中 的 拓扑 rr 中 任意 个 元 素 
的 并 集 及 有 限 个 元 素 的 交集 都 属于 .实际 上 ,+ 就 是 中 所 有 
开 集 的 集合 (G 及 仍 都 看 作 开 集 )， 这样 就 构成 了 一 个 拓扑 空间 (C， 
7)， 关 称 鸭 生 人 CG, 也 可 简称 空间 全 或 复 平面 C， 并 且 有 上 述 各 


工 受 一 说 中 的 紧 集 是 具有 - 有 加 科 关 "性 质 的 人 这 证 说 , 紧 集 是 这 样 
的 集 ; 从 覆盖 它 的 任何 一 组 开 集 { 即 它 包 含 在 这 组 开 集 的 并 集中 ) 中 ， 可 以 找 出 有 限 个 
开 集 覆盖 它 . 采用 直线 六 上 杆 盖 定理 的 证 站 ， 可 以 证 时 ， 揽 平面 台 上 具有 这 一 性 质 
的 集 就 是 有 界 闭 集 ， 复 平 莉 各 .上 具有 这 一 性 质 的 集 就 是 闭 集 ， 从 而 所 上 的 紧 集 就 
是 闭 集 . . 
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闻 G 及 折 站 空间 民 的 推广 ， 、 

$5. 区域。 曲线 复 平面 C 上 具有 下 列 性 质 的 点 集 D 称 为 区 域 : 

(1) D 是 开 集 ; 

(2) D 中 任意 两 个 有 限 点 可 以 用 有 限 个 相 衔接 的 线段 所 构成 
的 折线 连结 起 来 ， 而 使 这 折线 上 的 点 完全 属于 D. 

各 果 区 域 D 是 有 界 集 ， 那么 它 就 称 为 有 界 区 域 ; 否则 称 为 无 
界 区 域 ~ 


”性 质 (2) 称 为 连通 性 简单 地 说 ,区 域 就 是 连通 的 开 集 . 区 
域 D 内 及 其 边界 上 全 部 点 所 组 成 的 集 称 为 闭 区 域 ， 记 作 万 . 按照 
DD 为 有 界 或 无 界 区 域 , 万 称 为 有 界 闲 区 域 或 无 界 朋 区 域 . 容易 看 出 ， 


圆 查 (4.1) 及 这 图 盘 内 除去 有 限 个 点 而 得 的 集 都 是 有 界 区 域 : 
闲 辕 盘 是 一 有 界 闭 区 域 ; 复 平 面 是 一 无 界 区 域 , 

扩充 复 平 面 C .上 不 含 无 穷 远 点 的 区 域 的 定义 与 上 述 定 义 相同 ，; 
含 无 穷 远 点 的 区 域 是 C 上 一 个 区 域 与 无 穷 远 点 的 一 个 邻 域 的 并 集 . 

一 般 区 域 的 边界 可 能 十 分 复杂 . 在 上 面 所 举 的 例子 中 ， 贺 盘 
的 边界 是 圆 .为 了 研究 比较 一 般 的 区 域 ， 先 讲述 曲线 的 报 念 . 

设 已 给 
. z=2 (1) (a tb), (5.1) 
在 这 里 Rez (1) 及 Im z(t) 都 在 闲 区 间 [a, 身上 连续 集 {z (De 
[a, 5] 称 为 一 条 连续 曲线 ， 记 作 (5.1)， 如 果 对 [a, 号 上 任意 不 
同 两 点 及 纠 , 但 {4, 6} 关 { a,5}， 我 们 有 z (41) 关 z(1,)， 那 么 
(5. 1 ) 称 为 一 条 简单 连续 曲线 ,或 约 当 曲线 .如 果 还 有 z ( a)= 
z (5b)，($.1) 称 为 二 -条 简单 连 缕 亲 曲线 ，5 或 约 当 闲 曲线 . 


显然 ， 图 是 一 条 简单 连续 用 曲线 ， 它 把 平面 分 成 两 个 没有 公 
有 点 的 区 域 , 其 中 一 个 有 界 ， 一 个 无 界 ， 并且 这 两 区 域 都 以 已 给 
图 作为 边界 . 任 一 条 约 当 闭 曲 线 也 把 整个 平 画 分 成 两 个 没有 公有 
点 的 区 域 : 一 个 有 界 的 称 为 它 的 内 区 域 ， 一 个 无 界 的 称 为 它 的 外 
区 域 ， 这 两 个 区 域 都 以 已 给 的 约 当 半 药 线 作为 边界 . 
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结果 就 是 约 当 定 理 ， 它 看 来 很 直观 ， 可 是 严格 的 证 明 比 
二 不 ， 证 明 郊 了 录 
在 本 书 中 涉及 的 往往 是 比较 特殊 的 简单 连续 曲线 , 设 在 (5.1) 
中 ，Rez (1) 及 Imz (7) 宇 [a,8] 上 不 但 连续 ， 并且 有 连续 的 导数 ， 而 
且 在 [a; 回 上, z 《1) 关 0. 那么 曲线 (5. 1) 称 为 -色光 请 曲线 ? 
这 时 (5.1) 的 切线 随 着 :连续 变动 . 有 限 条 光 请 曲线 相 特 狠 灼 成 
一 条 分 段 光滑 曲线 ， 也 记 作 (S.1]). 这 时 虽然 Re z(1) 及 Tmz(1) 在 
[ce, 计 上 上 连续 ， 可 是 它们 在 这 闭 区 间 苇 只 是 分 段 有 连续 的 导数 ， 
我 们 今后 一 般 把 光 清 曲线 或 分 暴光 清 曲 线 简称 曲线 ， 必 要 时 也 特 
别 指 出 某 一 曲线 是 光 请 曲线 或 分 段 光 消 曲线 ” 
用 简单 前 曲线 围 成 的 区 域 ， 是 比较 简单 的 区 域 ， 现 在 进 -- 步 
把 区 域 加 这 分 类 . 设 DD 是 一 区 域 . 在 复 平 面 他 上 二， 如 果 万 内 任 
站 简 富 问 重 线 的 内 区 外 中 每 一 Ol D, pe D 称 为 下 壬 通 医 域 


We 


ri 


集 ( 称 为 加 环 ) 是 多 连通 区 坟 又 和 芝 时区 关中 人 p 个 人 此 
”没有 公有 庶 的 闭 区 域 ， 也 得 到 一 个 
多 连通 区 域 ; 如 果 在 所 挖 去 的 闲 区 
域 中 ， 有 些 用 点 或 非 闭 简 单 曲线 米 ， 
代 趟 ， 那 么 所 得 区 域 仍然 是 多 连通 
区 域 (图 4)， 特别， 从 圆 盘 内 控 去 p 
个 点 ， 就 得 到 一 个 多 连通 区 域 . 

在 扩充 揽 平面 @。 上 ， 单 连通 
区 域 的 定义 要 作 一 点 修改 ， 那 就 是 : 姑 果 区 起 内 任何 简单 六 归 
线 的 内 区 域 或 外 区 域 (包括 无 穷 远 点 ) 中 每 一 点 都 属于 D, 那么 D 
称 为 单 连 通 区 域 ; 否则 Dp 称 为 多 连通 区 域 , 例如 考虑 Cs。 上 的 一 条 
约 当 闭 曲 线 C. 如 果 区 域 万 由 C 外 所 有 点 ,包括 无 穷 远 点 组 成 , 那么 D 


二 这 里 谈 zz 和 =x 人 0, 则 zz 和 =x 分别 
战 右 及 五 导 著 .对 于 闭 光 滑 曲 线 ,， 除了 z (9)=z 了 由) 外 ,还 必须 有 z a}=z 5}. 


14 


是 单 连 道 区 域 ， 如 有 果 DD 只 上 提 忆 外 所 有 有 限 点 组 成 ,那么 它 就 是 
一 个 多 连通 区 域 . 
例 1 集 {zl(1 一 门 z+ (1+ 门 z>0}) 为 一 半 平 面 ， 它 是 一 个 单 
连 授 无 界 区 域 ， 其 思 界 为 直线 
(1—i)z+ (1+i)s=0,tx+y=0, 
例 2 集 {z2 <Rez< 3) 为 ~- 恒 直 带 形 ， 它 是 一 个 单 连通 无 界 
区 域 ， 其 边界 为 直线 Rez 一 2 及 Rez= 3. 
例 3 和 集 {z2<arg(z 一 门 <3) 为 一 角形 ， 它 是 一 个 单 连通 无 
界 区 域 ， 基 边界 为 半 射 线 
arg(z 一 二 2 下 arg(z 一 i 站 =3. 
例 4 集 {z2<|z-i<3) 为 一 贺 环 , 它 是 - -个 多 连通 有 界 区 
域 ， 其 边界 为 贺 jz 一 让 = 2 及 上 一 让 =3. ， 
例 5 在 和 .上 ， 集 {zl2< 人 和 To 及 集 {1z2<il<+eooc] 分 
别 是 单 连通 及 多 连通 的 无 界 区 域 ， 共 边界 分 别 是 { zisl 一 2} 及 
{zlzl= 2 {0}. 


习题 一 


1. 计算 
(Dj ( 填 站 土 (1 一 27)( 并 作 图 ); 


i ， 
2 Ta | 
()》 (cosy + ising Ycosf + isinf ), 


其 中 


0<a.p< 二 ， 0=arctg2, = arctg 3. 
2, 证明: 
(z+ (sy 二 2z3) 二 (zj 十 zy) 十 z3 (并 作 图 ); 
《22zikzz 十 21} 一 zi23? 十 zj23 ， 
3. 证 明 : 
{1 ) 当 且 仅 当 >=z 时 ， 复 数 > 为 实数 ; 


(2) 设 2 及 2 是 两 复数 ， 如 果 31+2 和 zlzz 都 是 实数 ， 那 么 zx 和 zz 
或 者 都 是 实数 ， 或 者 是 一 对 共 绝 复数. 
4. 求 复数 二 的 实 部 及 虚 部 . 
z+1 
5. 设 z| 及 zy 是 两 复数 . 求证: 
人 1)|z — z= lz + i — 2Re (ziz> ); 
(2)1z1~ za jz — zll; 
(3)|z + zo 二]z1 一 z 计 =20z 中 二 lz )， 并 说 明基 几何 辣 久 ， 
[ 提示 ] (1 ) 利用 公式 | 于 =zz; C2) 利用 (1) G3) 利 用 (1 ) 及 $1 例 3. 
6. 设 >=xY+ 六 .证明 


.thdth. 
了 . 试 证 : 分 别 以 了 15 Zo 53 及 Wy Wa WP 了 胃 顶 点 的 两 个 三 角形 梢 似 的 必要 
与 充分 条 件 是 


wi Wy WW, 


[ 提示 ] 所 给 条 件 暑 Ez MW 
21 W3™ WI 
3. 如 果 人 一 lz 一 1 , 且 Zz1+2s+ z= 0D, 证 明 2 2Z2，23 是 内 接 于 单 
位 图 的 一 个 正三 角形 的 顶点 ， 
9. 求证 : 
{1+ eosd + isind = Ycog" 一 9 (es 至 +isin } 
2 2 2 
10. 解 方程 2 一 3iz 一 (3-i)=0. 
11. 来 十 (V3 +iV3 ) 的 三 次 方 要 . 


12. 设 zg<4. 证 明 : 
如 果 虽 = 那么 
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如 提 jz|<1, 那么 
(1) EE ; 
上 一 50z 


人 2)1- | 二 | ~ 4 -ko 


11 一 1 


Nal | zs | laltieg 
-一 0 -一 -0 ， 
3) Td < 1-3 | 1+lzdlel ; 


d| 声 条 ab 


i 提示 ] 利用 第 5 题 {1 ) . 
13. 设 有 限 复数 >| 及 z, 在 复 球面 上 下 示 为 Pi 及 P, 丙 点 ,求证 .Pi 及 PP， 
的 距离 是 : 
?| 一己 | 
v(tHab (+ lz ) 


14. 满足 了 列 条 件 的 点 > 所 组 成 的 点 集 是 什么 ?9 如 果 是 区 域 ， 是 单 连通 
区 域 还 是 多 连通 区 域 ? 


(1) tmz =3: (2) Rez> 过; 
{3)|z 一 站 和 有 十 下 {4) jz—2+[z+2|=5; 


G)arg (si)= 44; (6) ll<1, Rerg 这 : 
(7) 0<lz+1I+i<2; @)| 3 <2: 


(9)0<argGz-1)< 玫 ，2< Rez <3: 


(10) O<arg 2 < 地 。 


了 7 


81, 解析 函 数 


1. 极限 与 连续 性 ” 设 在 复 平面 人 上 已 给 点 集 互 如 果 有 - -法 
则 了 ,使 得 于 z=x++ 闻 EE 有 ， 习 w= 十 ive 人 和 它 相 对 应 ， 我 们 
就 把 f 称 为 在 5 上 确定 的 复 变 数 函数 ,或 简称 复 变 函数 ,或 更 加 
明确 地 称 为 单 复 变 函 数 ， 奉 这 里 yon 及 ve 办 . 芒 们 贷 w 是 z 关 
干 函数 让 的 秆 ， 所作 Ww 三 f(z). 函数 六 也 可 记 作 f(z), w=f(z)， 
或 记 作 z-= 7 (z), 为 了 表明 /是 在 E 上 确定 ,在 & 中 到 值 的 函数 ， 


可 简 记 为 f: E> E, 或 互 二 6. 在 作 进 一 步 说 明 以 前 , 我们 所 理 
解 的 复 变 函数 都 是 单 值 的 ， 也 就 是 说 ， 对 于 复 变 数 z 的 每 个 值 ， 
相应 的 值 w 是 唯一 确定 的 ， 

国 数 /也 称 为 从 五 到 人 的 一 个 映射 或 映照 ， 把 集 E 表示 在 
一 个 复 平面 上 ， 称 为 z 平 面 ; 把 相应 的 函数 什 w=f(z ) 表 示 在 
另 一 复 平 面 上 , 称 为 w 平 曾 , 令 4= { f(z)lzeE} 记 作 4=f(5), 
那么 我 们 说 映射 w= 了 2) 和 把 ¥Yz6eE 映射 成 为 w,=f(z0) e4, 把 
集 瑟 映射 成 为 集 4., 于 是 是 从 五 到 4 的 一 个 映射 在 这 种 映射 
下 ， wo 及 4 分 别称 为 四 及 五 的 象 ， 而 2 及 五 分 别称 为 w 及 4 
的 原 象 ， 如 果 w=f(z ) 把 不 同 的 点 映射 成 不 同 的 点 ， 那 么 我 们 说 
它 是 二 介 从 五 到 4 的 双 射 . 

有 了 时 也 把 za 和 五 皮 及 它们 的 象 作 在 同一 复 平面 上 . 

下 面 举 出 复 变 函 数 所 确定 的 映射 的 三 个 简单 例子 . 在 第 六 党 
中 ， 我们 将 进一步 研究 复 变 硝 数 所 确定 的 映射 . 

例 1 溢 虑 映射 mw =z+ &. 

令 zf 二 x 十 志 , 由 二 WH 十 读 , 二 4 十 让 ,其 中 x, yyuv,a 及 5 是 

1s 


实数 ， 我 们 有 
u=X+a v=y+b. 

显然 ,mw= z+aw 是 从 = 平面 到 w 平面 的 一 个 双 射 ,如果 把 以 
及 它 的 象 作 在 同一 复 平 面 上 ， 这 一 摧 射 是 z 平 面 内 的 一 个 平移 . 

例 2 考虑 映射 n=xz, 其 中 wx 夫 0， 

令 x=rfcosg+ ising)， 其 中 r 是 wx 的 模 ，9 是 它 的 辐 角 ， 显 
然 w= xz 可 以 看 作 是 下 列 两 个 函数 或 映 射 的 复合 国 数 或 全 里 
射 : 四 = (cosg+isingjz， 人 

w= pw 

把 z, om 及 w 都 作 在 同一 复 平面 上 . 由 于 中 与 z 的 模 相同 ， 而 
它 的 辐 角 是 z 的 辐 角 加 0, 上 列 第 一 个 映射 确定 一 个 施 转 ; 第 二 
个 映射 确定 一 个 以 原点 为 中 心 的 相似 映射 因此 映射 w= gz 是 一 
个 放牧 及 “个 相 有 的 复合 相生 


例 3 考虑 映射 w= 一. 
这 一 隐身 可 以 看 作 是 下 列 隔 个 也 射 的 复合 卫 币 


三 ,一 了 +: 


把 z, z1, w 都 作 在 同 -一 个 复 
平面 上 . 显然 ，w =z| 是 关于 实 


轴 的 对 称 映 射 ; 5= 让 把 > 肌 


31 一 


射 成 2 , 其 辐 角 与 相同 : 
Argzi= ~ Arpg z= -Argz 


. 5 
而 模 bi=| 士 |- 十 = 十 满足 ble- 人 四 中 由 原点 
下 为 1 的 而 和 为 音 位 加 那 和 = 及 二 称 为 关于 单位 园 的 对 称 点 


er 


六 章 儿 图 5). 
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w= 二 把 原点 以 外 的 住 一 点 映射 成 另 一 点 ， 把 z 及 w 表示 


在 不 同 的 扩充 复 平面 上 ， 并 设 z=0. oo 对 应 于 w= oo .0, 可 以 看 
到 这 一 函数 是 从 扩充 z 平面 到 扩充 w 平面 的 一 个 双 射 . 

如 果 对 于 上 述 和 函数 w= 了 f(z), 集 上 E 及 集 4 分 别 在 z 平 面 及 w 
平面 的 实 轴 上 上 上， 那么 w=f(z) 就 是 一 个 实 变 ( 实 值 ) 函 数 . 因此 ， 

. 实 变 钱 数 可 以 着 作 复 变 范 数 的 一 个 特例 .在 一 般 情 况 下 ， 考 虑 
霹 一 此 十 和 

的 实 部 和 虚 部 ， 可 以 看 出 “ 铺 数 w=f(z) 在 集 瑟 上 确定 ”， 也 就 是 
“对 于 集 五 中 坐标 为 x， 7 的 每 一 点 ， 有 实数 2 及 实数 ob 和 它 相对 
应 ”. 换 句 话说 ， 在 集 E 上 确定 了 两 实 变数 xX 及 yy 的 两 个 实 慎 毅 
数 n= p(x,p) 及 6 一 (xy ); 它们 分 别称 为 了 (z) 的 实 部 及 虚 部 ， 
记 作 gCr,y)=Ref(z) 及 yx;y)=Imf(z)， 于 是 一 个 复 变 民 数 w 一 
了 (z ) 等 价 于 两 个 实 变 函数 w= gp (xp), v=W(x;y). 

例 4 w=z= + =x -p+ 2ixy, 等 价 于 : 

: =X—y, v= 2xy, 

以 下 ， 除 特别 说 明 外 ， 我 们 约定 集 五 表示 简单 曲线 、 区 域 或 
闭 区 域 . 

既然 一 个 复 变 函 数 等 价 于 两 个 实 变 贸 数 ， 而 实 变 函 数 已 为 人 
们 所 了 解 ， 那么 有 什么 理由 总 有 进 人 人 所 不 熟悉 的 复 变 函 数 呢 ?3 如 
果 上 述 两 个 实 变 函 数 P 及 由 是 任意 选 到 的 ， 并 且 在 它们 之 闻 并 
没有 特别 的 联系 ， 那 么 确实 宙 有 理由 把 它们 结合 成 为 复 恋 消 数 . 
可 是 在 一 些 情形 下 ，q 及 业 有 密切 的 联系 , :因而 把 它们 合并 起 来 
研究 更 为 有 利 , 例 1 - 3 表明 复 变 函 数 可 用 来 简捷 地 表示 … 些 映射 ; 
下 一 段 中 可 以 看 到 ， 复 变 函 数 可 用 来 研究 在 几 柯 和 物理 上 都 很 
重要 的 一 些 成 对 的 两 实 变数 函数 ， 

现在 先 引进 复 鼠 - 汉 数 的 极限 与 违 续 性 . 

设 荔 数 w= 太 z ) 在 集 瑟 上 确定 ，z 是 五 的 一 个 到 点 . & 是 一 
个 复 常数 .如 果 任 给 s> 0, 可 以 找到 一 个 与 有关 的 正 数 5= 5fe) 
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>0, 使 得 当 ze £, 并 且 0< 上 -zd<5 了 时, 
f(z)— xl<e, 
那么 我 们 说 ， 当 z 趋 近 于 6 时， fz) 趋 近 于 极限 %, 写作 
Bm 7 如， (1.1) 
5 . 
在 不 会 产生 混 少 的 情况 下 ， 上 列 极限 式 中 可 省 去 “z eg”， 
令 a=at ib, fz)=u {x yy) + p(x, yp) 30= Xot+ yo 在 这 里 
Gy xp 及 2 分 别 是 aa 及 zz) 的 实 部 和 卉 前， 由 不 等 式 
luGor)}~al 有 R(x y) = He oi) a+ ete yy ) 一 由 
容易 看 出 ，(1.1) 与 下 面 两 个 极限 式 等 价 : 
lim ee pF)=a, limn v(x,y)=b, 
rg X07 
出 此 可 见 ， 交工 实 变 函 教 的 机 限 的 - 上 坚 简 单 结果 ， 例 如 关于 
两 冰 数 之 和 、 莽 , 积 , 商 的 极限 的 一 些 结果 等 等 ， 可 以 不 加 改变 地 
推广 到 复 灾 良 数 . 
设 刺 数 / (z2)= w(x， Pp) +t iplx, 7 ) 在 集 上 确定 ， 并 且 ze 
上 二. 如 果 


Jim ALz) = (20), (1.2) 


那么 我 们 说 ,f(z ) 在 (对 于 入 到 ) 连 纺 . 设 /23 在 马上 每 -点 
连续 ， 那 么 (z } 称 为 在 集 五 上 连续 、 

显然 ， 函数 f(z) 答 涯 肥 二 二 加 连续 的 条 件 (1 2) 与 下 列 两 
条 件 等 价 : 


lim Ce pr po) lm ra 
TT 


Bi 一 可 


这 两 条 件 表 示 实 变 吨 数 w(x ,3 下 Dfx; 7 在 人 or， Jq9) 连 续 . 
由 此 可 见 ， 实 变 过 续 子 数 的 许多 性 质 可 以 推广 到 复 变 连续 孙 
数 . 普 先 两 个 复 变 连续 国 数 的 和 , 差 , 积 ,商都 是 连续 函数 (在 商 的 
情形 ， 征 分 得 为 零 的 点 除外 )、 其 次 ， 如 果 函 数 w=f(z) 在 集 EE 
上 连续 ， 并 且 消 数值 属于 集 F, 而 在 集 f 上， 函数 二 g (w ?连续 ， 
那么 复合 图 数 “= wp[f(z 站 = yof(z)=FF(z) 在 EE 上述 续 . 
了 


关于 实 变 连 续 国 数 的 几 个 重要 定理 ,可 以 推广 到 复 变 连续 国 
数 中 去 . 

设 函 数 ffz) 在 集 号 上 确定 ， 如果 任 给 s> 0, 可 以 找到 一 个 
与 有 有关, 但 与 了 > 无 关 的 正 数 5=65f0g)> 小 使 得 当 z 和 > “ eE, 
并 且 人 z “一 2 “|<5 时 , f(z 站 -f(z 个 |<e, 那么 称 落 数 f(z) 在 

无 上 一 臻 连续， 


定理 1.1 设 函 数 7(z) 在 简单 曲线 或 有 界 闭 区 域 书 上 连续 ， 
么 它 在 王 二 一致 连续 
如 果 zl= Vf, ry) ny: [v(x yy 在 集 五 上 有 界 ， 那 


么 称 f(z) 在 集 EE E 上 有 和 界 . 于 是 有 : 


,， 定理 1.2. 设 函 数 /(z) 在 简单 曲线 或 有 界 闭 区 域 上 连续 , 
那么 f(z) 在 EE 上 有 界 . 

在 定理 1,2 的 假设 下 ， 连 续 消 数 jl 在 已 上 达到 它 世 的 最 大 
值 和 最 小 值 ， 分 别称 为 /(z) 在 上 的 最 大 模 和 最 小 模 . 这 样 就 
推出 了 : 

”定理 1.3 设 函 数 /(z) 在 简单 曲线 或 有 界 闭 区 域 E 上 连续 
那么 1(z) 在 王 上 达到 它 的 最 大 模 和 最 小 模 .… 

定理 1.1 一 1.3 都 可 由 数学 分 析 中 的 相应 结果 推出 . : 

”关于 无 穷 玉 , 有 下 列 极限 定义 : 

设 函 数 了 (z) 在 复 平面 上 的 区 域 或 闭 区 域 5 上 确定 ，z, 或 者 
属于 和 集 E, 或 者 是 集 巨 的 一 个 极限 点 . 如 果 任 给 4> 0, 可 找到 一 
数 5=5(4)， 使 得 当 zeE,0<|z— zo<6 时 ,|f(z)|> 4, 那么 我 
们 说 ， 当 z 趋 近 于 如 时 ， f(z ) 趋 近 于 (极限 ) 无 穷 大 ， 记 作 . 

i lim -f(z2)=%, (1.3) 
geE 
在 不 产生 混淆 和 的 情况 下 ， 上 列 极限 式 中 可 省 去 zeE. 
设 函 数 f(z) 在 无 界 区 域 或 闭 区 域 上 情 定 ，& 是 一 有 限 复 常 
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数 ， 如 果 任 给 8>0, 可 以 找到 一 数 9= p(s5)>0, 使 得 当 zeE， 
|z| >p 时 ， 


fz)— | 
那么 我 们 说 ， 当 z 趋 近 于 co 时 ，f(z) 趋 近 于 极限 x ， 记 作 
im f(z)=¢ (1.4) 
读者 自己 不 难 用 不 等 式 表达 
jin (2)= oo (]1.s) 


2 


的 定义 . 我 们 也 可 在 不 上 产生 温江 的 情况 下 省 去 上 列 两 极限 式 中 的 
记号 ze 上， 

以 上 这 些 定义 在 第 四 章 第 8 及 第 9 耻 中 将 要 用 到 ， 

2, 导数 ， 解 析 函 数 现在 把 实 变 函数 的 导数 概念 推广 到 复 
变 隙 数 . 没 f(z) 是 在 区 域 D 内 确定 的 单 值 沙 数 ， 并 且 z,eD. 如 果 


jim CD=AGo 
5 "zg ?eb 2 一 0 


存在 ， 并 且 等 于 复数 w, 那么 我 们 说 f(z) 在 ,可 微 或 可 导 ， 或 者 
有 导数 x, 记 作 /“(z,). 换 名 话说 ， 这 也 就 是 : : 企 给 0, 可 以 
找到 一 个 正 数 5= 6(z)， 司 得 当 zeD ,并 且 0< 上 一 zd<5 肘 ， 


f(2) f(a) -小 
za 

显然 在 2 有 导数 的 函数 一 定 在 z6 连 续 ， 

定义 ”如 果 函 数 /(z) 在 区 域 D 内 每 一 点 可 微 ,那么 f(z) 称 
为 在 区 域 D 内 解析 .如 果 了 (z) 在 z, 的 -个 罗 域 内 解析 ， 那 么 我 
们 说 F(z 在 亏 解 笑 ， 如 果 Az) 在 区 域 G 内 解析 ， 而 闲 区 域 万 上 
每 一 点 都 属于 C, 那么 我 们 说 f(z) 在 万 上 解析 . 

根据 这 些 定义 ， 函 数 在 一 区 域内 或 一 闵 区 域 上 解析 ,就 是 它 
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i 
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在 有 关 区 域内 或 有 关闭 区 域 上 每 一 点 解析 ， 函 数 f(z) 的 导数 记 作 
FAz), 4 或 和 

注 这 里 所 引进 的 术语 在 现 有 文献 中 有 种 种 不 同 的 说 法 ，“ 
微 "有 时 称 为 * 单 演 "，“ 解 析 " 有 时 称 为 * 单 值 解析 ”"、“ 全 纯 * 或 “ 正 
则 ”， 在 本 书 中 ， 我 们 只 采用 这 里 所 引进 的 术语 . 

由 于 复 变 函 数 的 导数 的 定义 形式 与 实 变 关 数 的 情形 相同 ， 容 
易 证 明 : 如 果 /(z) 及 g(z) 是 在 区 域 D 内 的 解析 函数 ， 那 么 f(z) 
+g (a), f(z)g(z) 以 及 全 引 也 是 在 D 内 的 解析 函数 不 过 


g(z) 
在 了) 这- -情形 下 ， 还 要 假设 8 (z) 在 D 内 每 一 点 都 不 为 零 


我 们 有 


[7(z) 主 gz =f tah .0 
[LAz)g(z “=f “z)e(z)+/(z)g 《2)， (2.2) 


他 ) | FAs)g) gz) a) 
[人 旭 |: 2 3) 
由 此 可 见 ,在 同 -区 域内 有 限 个 解析 函数 ,经 过 有 限 次 代数 运算 ， 
仍然 得 到 一 个 在 原 区 域内 解析 的 函数 。 不 过 在 作 除法 时 ， 除 式 必 
须 在 所 考虑 的 区 域内 不 取 零 值 ， 

其 次 ， 考 虑 复合 函数 的 导数 , 设 / = /(z ) 在 平面 上 的 区 域 D 
内 解析 ,w= Fr ) 在 《 平面 上 的 区 域 D, 内 解析 ,而 且 当 zeD 时 ， 
{= f(z)eDi, 那 么 w 一 ZU Ca)] 在 如 内 解析 ， ,并 有 


LO -ad 
dz . . 机 本 


这 -结果 的 证 明 与 数学 分 析 中 相应 结果 的 证 明 完 全 类 似 . 
下 面 举 出 几 个 简单 而 重要 的 解析 函数 ， 根 据 定义 ,容易 看 出 : 
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(4) 如 果 /(z)= x( 常 数 ) 那么 -也 人 2 


(2) 竺 -1 


”应 用 数学 归纳 法 ， 由 (2. 2) 首 先 得 过 ~ ,其 中 是 


一 于 整数 . 然后 可 推出 : 

(3) 3 的 任何 多 项 式 

Plz)= oi+ Wz+ + Wr . 

在 整个 复 平 面 上 解析 ， 它 的 导数 的 求法 与 > 是 实 变数 时 相同 . 

再 应 用 (2.3)， 就 有 : 

(4) 在 复 平 面 上 ， 任 何 有 理 函 数 ( 即 两 个 多 项 大 的 商 )， 除去 使 
分 夯 为 雳 的 点 外 直 解 析 的 ， 而 且 它 的 导数 的 求 其 与 z 是 实 变数 时 
相同 ， 

3. 柯 西 - 黎 曼 条 件 从 以 上 我 们 看 到 ， 在 形式 上 ,， 复 变 国 
数 的 导数 及 其 运算 荡 则 与 实 变 国 数 几 乎 没有 什么 不 同 ; 可 是 在 实 
质 上 ， 两 者 之 油 有 很 大 的 差别 ， 实 变 函 数 可 微 这 一 一 条 件 是 较 易 满 
是 的 . 复 变 峭 数 可 微 则 不 但 其 实 部 及 虚 部 必须 可 微 ， 而 且 这 两 实 
函数 之 间 必 须 有 特别 的 联系 ， 本 书 着 重 镍 究 这 样 的 复 变 区 数 . 它 
们 有 共有 重要 的 性 质 ， 并 且 具 有 重要 的 几何 意 六 与 物理 意义 ， 

要 使 复 变 六 数 三 一 点 可 微 ， 它 的 实 部 和 庶 部 应 满足 怎样 的 条 
件 呢 ? 下 面前 定理 回答 了 这 个 问题 . i 

定理 3.1 设 函 数 f(z)= ux， y) + ip(x, yy) 在 区 域 D 内 确定 ， 
那么 f(z) 在 点 z= 二 防 ED 可 稀 的 必要 与 充分 条 件 是 : 在 点 z= 
x+ pawftx 有 v(x,y) 有 本 微 , 并 且 . 1 1 


下 G3.D) 


证 ” 先 证 条 件 的 必要 性 . 设 f(z) 在 点 z=x+ 访 (eD} 有 导数 
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xua= 2 十 动 , 这 里 a 及 4 是 实数 . 根据 导数 移 定 闵 ， 当 z+AzeD 
时 (Az 0) 

flz + Az)—f(z)=oAz+ ollAz|) 

=(a+ip)(A xt+iAy)+ ollAzl) (lAz|— 0). (3.2) 


其 中 Az=Ax+t iy, Ax 及 Ay 是 实 增 量 ，oflA 耻 ) 的 意 站 与 在 数学 分 
析 中 相同 比较 (3.2 两边 的 实 部 及 虑 部 ， 就 得 到 
u(x+ Axs y+ Ay)— u(xsy)= aAx—bAy+o(llAz|) (Az|— 0), 


{3.3) 
bx Ax, y+ 多) pAX+ 2Ay+ ollAd) {[Az|— 0). 
| (3.4) 
这 就 是 说 ， 在 点 z=x+ 让， u(x, 7”) 肌 5(x,y) 可 微 , 并且 
Ou Ou Or Gp _ 
Hx By hr a ~ (3 5) 


出 所 可 推出 (3.1)， 

“现在 来 证 明 条 件 的 充分 性 ， 由 于 w(x, y) 及 v(x,y) 在 点 z= 
x 十 刻 可 微 ,并且 (3.1) 成 立 ， 我们 有 {3.3) 及 (3.4)， 其 中 z+ Az 
eD(Az 关 0), a 及 五 由 {3.5) 给 出 ， 用 i 莱 (3.4) 两 边 ， 把 所 得 
结果 与 (3.3) 相 加 ， 就 得 到 (3. 21. 这 只 下 明了 /2 在 点 2 一 
x 十 唐 有 导数 w= a+ 论 ， 

出 定理 3,1 可 以 立即 推出 : 
定理 3.2 设 函 数 Fz)= xfxy)+izf(x,y) 在 区 域 D 内 确定 . 
7f(z) 在 公 域 召 内 解析 的 必要 与 充分 条 件 是 : w(x,y) 及 v(x, y) 
在 D 内 可 微 ， 而 且 在 D 内 (3.1 ) 成 立 . 。”. . 
在 f(z) 有 导数 的 情况 下 ， 由 (3.,5) 
f(z)=at+ib= 十 ; oo 一 如 -i . (3.6) 
条 件 (3.1) 一 般 称 为 柯 西 一 黎 曼 条 件 . 它们 首先 是 在 研究 流 
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体力 学 时 得 到 的 . 

由 定理 3.1 和 3.2, 可 以 判断 一 个 复 变 范 数 是 否 在 一 点 可 微 或 
在 -区 域内 解析 ， 例如 可 判断 项 数 六 2z) 一 字 =( 委 一 户 ) 二 250 以 
及 f(z)= ecosy +iesiny 在 复 平面 上 解析 ,而 函数 f= 了 =x 一 六 ， 
则 在 任何 点 都 不 可 徽 . 


32. 初等 函数 


4. 指数 函数 ”上 一 节 中 ， 我 们 已 经 研究 了 复 变 数 多 项 式 和 有 
理 函 数 ， 现 在 要 把 数学 分 析 中 常用 的 其 他 一 些 初 等 声 数 推广 济 复 
变数 情形 ， 并 且 研 究 由 推广 而 得 的 国 数 的 解析 性 . 先 从 指数 国 数 
开始 . 
我 们 要 把 指数 明 数 的 定义 扩充 到 & .上 ， 使 所 得 复 安 数 <= Xx+iy 
的 落 数 f(z ) 满 足下 列 条 件 : 
(1 ) ¥xeR CO) 一 ex 
(2) A(z) 在 人 上 解析 ; | 
(3)¥Yz ER fat 2 )=7 (2 (2). 
， 现 在 米 确定 f(z)， 由 (3) 及 (1)， 
fz)=f (x+tiy)= ef iy). 
令 fip)= AG)+ iIB (yy), 
其 中 4Q) 及 有 BO) 是 实 值 晴 数 . 于 是 
fl2)= eA(y) + ie By). 
由 条 件 (2}， 并且 由 柯 西 - 黎 曼 条 件 ， 
A(F)=B Ay), A Oy}= ~ Bo. 
显然 , A(y) = 二 cosy » 发 B(y) siny 满足 上 两 条 件 ， 因而 得 到 注 中 
条 件 (2 ) 的 国 数 是 
A(z)= ecogy+ sinp). 
个 难看 出 ，f lz) 满足 条 件 (1 ). 为 了 证 明 条 件 (3 ) 在 - 般 情 形 下 
成 立 ， 令 三 十 本 1 书 二 十 部 其 中 广 ; ;X25 六. 我 们 有 
fz (2,) =e"(cosy, + isiny de?(cosy, + isiny, ) - 
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一 eat+z[eosO 十 六) 十 isin(p 十 六 及 
=f {z+22). 
这 样 ， f(z) 是 满足 条 件 (1) 一 (3)， 并 且 在 CGC 上 解析 的 一 
个 落 数 ”， 把 它 定义 为 指数 函数 。 记 作 


Ee=e'(cosy+ isiny ). (4.1) 
于 是 条 件 (3? 可 写作 : 
Yj, 2 EC, ee E11, (4.2) 
”还 可 证 明 指数 函数 e 满足 下 列 条 件 : 
(4} YreC,ez0,; 
(5) 在 G 上 ， 
. 学 =e. (4.3) 


事实 上 上， 由 | 上 @=e* 了 0 就 得 到 条 件 (4). 条 件 (5) 可 由 (3. 6) 
立即 推出 . . 
在 (4.1}) 中 令 z=0, 就 得 到 欧 拉 公式 : 
er =o0y + finy . (4.4) 
利用 欧 拉 公式 ， 具 有 模 数 + 及 辐 角 8 的 复数 > 可 以 写成 常用 的 指 
数 表 示 式 (一 般 用 它 代 替 三 角 表 示 式 ): ~ 
TY z=r{cosd + isind ) = pe? . {4.5) 
由 (4.1)， 容易 看 出 指数 函数 w= 具有 周期 性 ,而 且 有 周期 
2zri. 这 就 是 说 
Etrerie, . {4,6) 
同样 ，Yk& 世 ， - 
e+ Mri Er, (4.7) 
如 果 et= e: ,那么 z=z,+ 2kni, 其 中 上 KE 三 . 事实 上 ,， 用 xx 
中 及 x 为 分 别 表示 z 及 入 的 实 部 与 大 部 ， 由 
ee =1] 


全 由 以 下 第 四 章 , 第 6 眉 ， 让 条 人 (0 抽 用 名和 有 
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就 可 推出 x 一 x,= 0. 1 一 上 = 2k7. 
由 于 w=e 有 周期 2xi;, 我 们 研究 当 z 在 带 形 
B= {zzet,0<Imz<2r} (4.8) 
由 变化 时 ， 苑 数 ww =e 的 映射 性 质 ， 设 w 的 实 部 及 虚 郁 分 别 为 4 
及 下 


设 : 从 堪 向 右 摘 出 一 条 直线 工 : jimz=3jo 那么 me oo 于 是 
hi 从 0 不 包括 介 增 大 到 十 w, 而 argw=y 保 持 不 变 ， 因 此， 
描 出 -条 射线 上 :argw =yo( 不 包括 w=0X( 图 6) 这样, 志和 天， 
于 的 点 之 间 构 成 :个 双 射 . 让 乌 从 0{ 不 包 插 0) 递 增 到 2x (不 包括 
27z)， 那 么 直线 工 扫 过 也 图 6 2), 而 可 应 的 射线 工 | 按 反 时 


. 疼 6 

针 方 打从 w 平面 上 前 正 实 轴 ( 不 包括 它 = ) 变 到 正 实 釉 ( 不 包括 它 } 
(图 6b). 由 此 可 见 ，Y 二 e 确定 从 带 形 B 到 下面 除 者 不 点 及 
让 实 轴 的 -一 个 双 射 ， | 

显然 ， 国 数 wwe 把 直线 Re:= 必 在 BB 上 的 - 段 映射 成 Ht 平 
曾 上 的 -个 圈 = ev 除去 号 轴 上 上 购 ev 

用 同样 的 方法 相知， 网 数 w- = : 把 任何 带 形 

B,= - {oz ei MES TIm: ut 2r} 

站 射 成 痰 平面 除去 0 及 射线 arew 二 a: 特别 ， 它 确定 从 带 形 B,,， 
{nea; 访 二 8B) 到 w 平面 除 友 0 及 正 实 贺 的 又 射 . 
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5. 多 值 函数 导 引 : 辐 角 函数 ”以 上 研究 过 的 复 变 数 初等 国 数 
有 多 项 起 ,有 理 范 数 及 指数 晤 数 ; 它们 都 是 单 值 国 数 . 我 们 还 要 
研究 一 些 复 变数 初等 多 值 函 数 . 因为 这 些 函 数 的 多 值 性 是 由 辐 角 
的 多 秆 性 引起 的 ， 所 以 我 们 先 研究 辐 角 函数 w= Argz(z eS -10)); 
它 本 身 不 是 一 般 意 义 下 的 复 变数 初等 范 数 . 

如 上 章 第 1 段 中 所 指出 ， 当 zeC 一 {0 潮 ， w= Argz 有 无穷 
个 不 同 的 值 : 

w— Argz—argz+ kn (keZ), (5.1) 
其 中 argz 表示 Argz 的 主 值 : 和 
四 “NATET; | 
我 们 也 把 Argz 的 任 一 个 确定 的 值 记 作 argz,， 

为 了 研究 方便 起 见 ， 我 们 把 辐 角 函数 (5. 1 ) 在 某 些 区 域内 分 
解 为 一 些 单 值 连续 函数 ， 每 一 个 单 值 连续 函数 称 为 辐 角 国 数 在 这 
区 域内 的 一 个 单 值 连续 分 枝 . . 

考虑 复 平面 除 丢 仙 实 革 (包括 0) 而 得 的 区 域 D. 显 然 , 在 D 
内 ，Argz 的 主 值 argz( 一 xn<argz<7) 是 一 个 单 值 连 续 销 数 ， 
argz 十 2kn(k eZ) 也 是 这 样 ， 因 此 w= Argz 在 区 域 万 内 可 以 分 解 
成 (5,1) 中 所 表示 出 的 无 穷 多 个 单 值 连 续 函 数 ， 它 们 都 是 岂 = Argz 
在 区 域 交 内 的 单 值 过 续 分 枝 . 

上 可 区 域 忆 可 以 看 成 是 把 复 乎 面 沿 负 实 轴 割 开 而 得 到 的 ， 负 
实 轴 称 为 一 条 割 线 ， 它 是 区 域 忆 的 边界 ; 我 们 把 这 割 线 看 作 有 不 同 
的 上 .下 两 洛 ， 靖 括 w = Argz 的 每 一 单 值 连续 分 枝 可 以 扩充 成 为 
直到 负 实 轴 ( 除 去 0) 的 上 沿 及 下 沿 连 续 的 函数 ,扩充 的 范 数 值 称 
为 上 述 单 值 连 续 分 枝 在 负 实 畏 的 上 蔽 及 下 沿 所 取 的 值 . 显然 ， 同 
- " 单 值 违 续 分 枝 在 负 实 轴 的 上 藻 及 下 说 所 取 的 值 不 同 ， 例 如 w= 
Argz 的 主 值 分 枝 w =argz 在 负 实 轴 的 上 沿 及 下 说 分 别 取 值 r 及 一 x. 

现在 研究 在 较 一 般 区 域内 把 辐 角 留 数 w= Argz (z 交 0) 分 解 
成 单 值 连续 分 枝 问 题 . 

设 zs 为 复 平面 上 一 点 ， 在 5 的 充分 小 的 邻 域内 ( 若 忒 二 0, 则 
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邻 焉 不 含 0)， 任 作 一 条 闲 简 单 连续 曲线 C 围绕 z, 出 就 是 使 
属 -FcC 的 内 区 域 . 在 C 上 任 取 - -点 zi 并且 确定 Argz 在 z 的 值 
为 argzi= 日 . 让 一 点 从 > 出 发 接 某 一 方向 沿 C 连续 变动 ， 最 后 回 
到 =; 设 argz 相应 地 眠 9 连续 变动 到 981. 如 果 0 那么 8 1 一 
0 =0; 否则 D1 一 6. = 芋 2r， 

其 次 ， 考 虐 在 扩充 复 平面 上 情况 . 在 无 穷 远 点 的 充分 “小 ”的 
邻 域内 ， 即 在 zl> R 内 ， 基 小 R 为 充分 大 的 于 数 ， 任 作 一 条 闭 简 
单 连 续 曲 线 CC 转 线 we, 亦 即使 贺 z= 六 包含 在 忆 的 内 区 域内 . 
这 时 在 C 上 任 取 一 点 ,并 确定 Argz 在 这 点 的 慎 argz,. 让 一 点 从 zz 
出 发 按 某 一 方向 沿 C 连续 变动 ， 在 回 到 z| 时 ，argz 连续 变动 所 
得 的 值 也 要 变化 . 

由 此 可 见 ， 对 Argz 来 说 , 0 及 om 是 特殊 的 两 点 ,在 复 平面 
上 , 取 连 接 0 及 oe 的 一 条 无 界 简单 连续 曲线 天,* 作 为 割 线 ， 得 
一 区 域 D,, 其 边界 就 是 曲线 下 ,. 在 D, 内 , 任 一 条 闭 简单 连续 曲 
线 C 既 不 围绕 0, 也 不 围绕 w. 因此 当 z 说 这 曲线 连续 变动 一 局 
有 时，argz 连 续 变 动 而 得 的 值 没有 变化 . 

其 次 ， 考 虚 DD 肉 任 一 条 亲 折 线 ; 构成 它 的 各 线段 可 能 有 有 
限 个 交点 ， 世 可 能 有 有 限 条 相 重 合 的 线段 ， 于 是 这 条 闭 折 线 可 分 
解 成 有 限 条 闭 简单 折线 及 有 限 条 线段 ， 因 此 当 一 点 z 沿 已 给 闲 折 
线 迷 续 变 动 一 周 时 ， 要 经 过 分 解 出 的 闭 简 单 折线 ， 并 且 要 往返 经 
过 .上 述 线段 ， 从 而 这 时 argz 连续 变动 而 得 的 值 也 没有 变化 . 

现在 证 明 Argz 在 了 | 内 可 以 分 解 成 单 值 连续 分 校 . 

当下 | 是 从 原点 出 发 的 负 轴 时 ， 上 述 结论 前 面 已 经 讲 到 . 

在 居 , 是 一 般 的 情况 下 ， 现 着 手 证 明 上 述 结 论 . 首先 注意 ， 
起 于 不 含 原 点 的 圆 盘 可 以 包含 在 一 个 以 原点 为 顶点 的 角形 内 ， 在 
这 贺 盘 内 可 以 把 Argz 分 解 成 单 值 连续 分 枝 ， 应 用 这 一 结果 ， 从 
Argz 在 DD 内 一 点 处 的 值 出 发 ， 可 以 适当 确 定 Argz 在 D, 内 其 他 

各 这 是 一 条 通 向 无 穷 远 的 曲线 , 它 在 原点 与 其 上 另外 任 一 点 之 间 的 部 分 都 是 简 
单 连续 遇 级 ， 负 实 和 给 是 一 特例 ， 
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各 点 的 值 ,由 此 得 到 Argz 在 DD 内 的 一 个 单 值 迷 续 分 枝 ， 
”” 设 zeD,. 取 Argz 在 z 的 值 为 argz1=0. 设 zy( 关 31) eDi. 在 
D, 内 作 一 条 连接 2 及 z, 的 简单 连续 曲线 y, 设 当 z 从 z 褒 ? 违 续 
变动 到 时 ，argz 从 0 连续 变动 到 久 . 因为 ?是 已 内 的 -个 紧 
集 ( 即 有 界 闲 集 )， 所 以 可 以 依 序 用 有 限 个 在 DD, 内 且 不 含 原点 的 
圆 盘 CC …， Ce 覆盖 思 使 得 ae Ci DECe CO/ CA 
U=1,2,.…,k—1). 从 Argz 在 z, 的 值 argz 一 外 出 发 ， 可 依 序 
确定 Argz 在 C, 内 的 单 值 连 续 分 枝 &(zJU= 1 …, 天 )， 使 得 在 
C/N Ch 内 ， glz)= gs) C= 1 1). 于 是 gr 2) = 9 
家 et Nc 站 Y, 作 顶 点 依次 为 2 bk 上 2 的 折线 

.可 见 当 > 从 a 注 y 7 连续 变动 到 即时 ，argz 也 从 8, 连续 变动 
到 0,, 

”在 Dp, 内 另外 任 作 -- 条 连接 z, 及 z, 的 简单 过 续 曲线 

从 z, 沿 7 连续 变动 到 z, 时 , 设 argz 从 8， 连续 变动 到 60，. 和 上 
面 一 样 ， 从 有 到 六 可 作出 六 在 Di 内 的 一 条 内 接 折线 yi ,使 得 妆 
:从 3 沿 广 连续 变动 到 z, :0 afrgz 也 从 内 连续 变动 到 0 ;. 现 取 
Argz 在 2 的 值 为 arg za= 2 ,让 z 先 从 王 洛 ?， 连续 变动 到 3 再 
从 z 党 y 连续 变动 回 到 2. 由 本 段 中 前 述 结果 ， 可 见 必 然 有 0.- 
0,. 这 就 是 说 ， 取 定 Argz 在 za eD, 处 的 值 argzi 汪 久 . 当 z 从 z 语 
着 DD 内 的 一 条 简单 违 续 曲 线 连续 变动 到 z, 时 ， 设 argz 从 外 
连续 变动 到 所 ; 这 里 8B 只 与 胡 , zi 及 z, 有关， 与 曲线 7 的 选取 无 
关 . 取 Argz 在 z) 处 的 值 为 argz;= 6. 这 样 取 定 Argz 在 Di 内 各 
点 处 的 值 ， 于 是 得 到 D, 内 的 一 个 单 值 连续 函数 ， 记 作 argz(argz， 
= 和 ); 它 是 Argz 在 站， 肉 的 - -个 单 值 连 续 菌 数 分 枝 

把 argz(argz= 0 ) 记 作 . 疙 zj、， 现 证 明 Argz 在 总 内 所 有 1 全 
可 分 成 无 穷 个 单 值 韦 续 分 枝 7(z }+ 2kn{tk eZ) 

事实 上 , f(z }+ 2kx 显然 是 Argz 在 月 内 的 革 值 连续 分 技 . 
假定 g(z) 是 Argz 在 DD 内 另 一 个 音信 述 续 分 枝 ， 那么 其 式 
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hls)= LA 


是 万 ,内 只 取 束 数值 的 连续 咏 数 . 由 于 DD, 是 一 个 区 域 ， 习 天 人 Z ,使 
得 8)=tz)+ 2k 和. 显然， 人 人)+ 2ka|k EZ,zED)= {Argz|ze 
D1}, 证 完 ， 

现在 前 骨 Argz 在 任 一 点 ( 非 原点 ) 的 各 信之 间 的 联系 .在 复 
平面 上 任 取 一 点 飞天 人 并 利通 过 = 作 一 条 闭 简单 连续 曲线 围绕 00 
及 避让 -一 点 z 从 3 按 一 定 方 向 连续 变动 著 干 周 后 回 到 z,, Argz 
相应 地 可 从 在 z 的 一 值 连 续 变 动 到 它 在 z, 预先 指定 的 其 他 任 一 
值 . 即 从 Argz 的 一 个 单 值 连 续 分 枝 在 z 的 傅 ， 连续 变动 到 预先 
指定 的 其 他 单 值 过 续 分 枝 在 2 的 值 . 

例 在 季 上 首 制 线 

天 ={zlz+1|= 1,Jmz>0 人 jj(C-3 一 2) 
Ut{zhz+d=1, Im: < ON)(~o%,—5), 
得 到 区 域 D=S 一 攻取 Argz 在 DD 内 的 -个 单 值 过 续 分 枝 /(z) 
二 argz(argl = 0)， 郑 么 
I~ 1)=~r, f/f(- 4})=7, 

鲁 Argz 在 九 内 的 无 穷 个 单 值 连续 分 枝 是 .六 rz)T+ 2kx tk eZ). 

6. 对 数 函 数 已 给 复数 > 关 0， 注 是 z=e* 的 复数 w 称 为 : 
的 对 数 , 记 作 Lnz, 令 # 及 ov 为 w 的 实 部 及 虑 部 ， 那么 z=e?**= ee 
从 而 

w= Lns= Inlzl+ iArgz. | {6.1) 

把 z 着 作 不 等 于 零 的 复 变 数 ，(6. 1 ) 就 是 z 的 对 数 函 数 ; 它 是 指数 
衣 数 z=e" 的 反 国 数 ( 反 函 数 的 定义 可 与 数学 分 重审 一 冬令 述 )， 由 
于 Argz 是 无 穷 多 值 函数 、w= Lnz 也 是 无 穷 多 值 函数 . 

相应 于 Argz 的 主 值 ， 我 们 把 laizl 上 + iarez ( 一 xn <argz 志 74} 
定义 为 Lnz 的 主 值 ， 记 作 Inz. 于 是 由 (6.1). 


由 一 上 Hz 一 Tsl+ iarg:+ Zni=insti+ 2 (Kez) (6.2) 


了 了 


以 后 把 Lnz 的 任 一 个 确定 的 值 都 记 作 lnz. 
由 此 可 见 , 任何 不 是 零 的 复数 有 无 穷 多 个 对 数 ， 其 中 任意 两 
个 相差 2xi 的 整数 倍 ， 如果 >: 是正 实数 ， 那 么 Lnz 的 主 值 Inz= 
Inlz 恰好 就 是 数学 分 析 中 疡 研究 的 对 数 . 
关于 积 和 商 的 对 数 ， 有 下 列 法 则 : 设 2 及 z, 是 不 等 于 零 的 复 
数 ， 我 们 有 
Ln(ziz2)= Inlzizl+ iArg(ziz;) 
=1nlz;l+ lnlz,l+ i(Argz,+ Argz, ) 
=Lnzt Lnz,, (6.3) 


7 2 2 
Ln -二 = 加 公 [+ iArg 
2 Zz 2 


~- 


=Intfzal—inlz,l+i(Argz — Argz,) 
= Lnz— Lnz,, (6.4) 


等 式 (6.3) 及 (6.4) 应 理解 如 下 : 对 于 它们 左边 的 多 信函 数 的 任 一 
值 ， 一 定 有 有 边 两 多 值 函 数 的 各 -… 值 与 它 对 应 ,使 得 有 关 等 式 成 
立 ; 反 过 来 也 是 这 样 . 

由 于 对 数 函 数 (6, 1 ) 的 多 值 性 是 由 Argz 的 多 值 性 引起 的 ， 而 
且 tn 国 在 GE- {0} 中 任 一 点 的 邻 域内 连续 ， 可见 对 数 函 数 (6.1 ) 在 
茶 些 区 域内 也 可 分 解 为 一 些 单 值 连续 函数 ， 其 中 每 一 个 称 为 对 数 
函数 在 这 区 域内 的 一 个 单 值 连续 分 核 

在 复 平面 上 取 负 实 轴 作 为 制 线 , 得 到 区 域 .w= Lnz 在 区 域 
万 内 可 以 分 解 万 为 (6.2) 中 所 表示 出 的 无 穷 多 个 单 值 连续 函数 ， 
它们 都 是 = Lnz 在 区 域内 的 单 值 连 续 分 核 . 

区 域 D 的 边界 负 实 轴 可 以 看 作 有 不 同 的 上 .下 两 沿 ， 捕 数 = 
Lnz 的 每 一 单 值 过 续 分 校 可 刻 扩 充 成 为 直到 负 人 实 轴 (除去 0) 的 上 
沿 及 下 沿 连续 的 函数 . 六 完 的 六 吉 为 上 入 单 他 这 续 分 村 在 人 
实生 的 上 沿 及 下 沿 所 取 的 值 ， 显 然 ， 品 一. 单 值 连 续 分 息 在 负 实 办 
的 上 沿 及 下 沿 所 取 的 信和 不同， 例如， = az 在 负 实 纳 上 沿 及 下 
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的 值 分 别 有 虚 部 均 及 一. 
-一般 地 ， 在 复 平 面 上 ， 取 连 接 0 及 o 的 任 一 条 无 界 简单 连续 曲 
线 天, 作为 市 线 . 设 区 域 D 二 局 一 K, ,并 且 zeD,, 取 定 argz 一 0 上 2Kz 
及 lnz,= lnlzi 十 站 十 ka(key 2 ). 与 Argz 在 DD 内 的 分 解 相对 应 ， 
可 把 对 数 函 数 (6.1) 站 DD, 内 分 解 成 无 穷 个 单 值 连 续 国 数 分 村 记 作 
w= lnz(lnz, = in lz,|+ 刘 ， + kn) (KezZ). 
这 样 ， 在 区 域 D， 内 ，(6,2) 可 记 作 
w= lnz(In1= iDkr) (ke2). 
对 数 因 数 在 任何 区 城内 的 半 信 连 续 分 枝 都 是 解析 的 我 们 有 
下 列 结果 ; 
如 果 jz) 是 ELnz 在 区 域 C 内 的 一 个 单 值 连 续 分 枝 ， 那么 在 
G 内 ，f(z ) 解 析 ， 并 且 
四 f= 二 (6.5) 
这 一 结果 不 难 证 明 : 设 zeG . 由 于 ere=. 2 对 于 模 充分 小 的 复 
数 A 冯 0, 我 们 有 
F(zth)— fz) Ast) fz) 
于 el 2+h er } + 


令 训 一 f(z 二 声 )， 显然 wj 一 f(z ) #0 并 且 当 A 趋 近 于 0 时 ， Ww, 
趋 近 于 六 zz)， 于 是 下 列 极限 成 立 : 


Ffz+ 上 ) 一 rz) 1 | 
In, h | ra -a 


| ee de 
1 一 aflz) 
-ll 
eS 2 
因为 在 G 内 显然 不 We 所 中 上 区 也 罗 和 连续， 上 上述 结果 得 证 . 
在 十 述 结果 中 ,了 (2) 称 为 Lnz 在 占 蝇 ”个 解析 分 园 根 


据 人 这 … 结 时， 多 盾 和 ww 二 Lg 在 小 述 区 域 及 DD 内 可 分 成 无 
了 


穷 个 解 本 分 枝 “， 它 是 一 个 多 值 解析 函数 ， 在 本 书 中 ， 我 们 说 解 

原点 及 无 穷 远 点 对 于 对 数 函 数 w = Lnz 有 特殊 的 意义 ， 在 0 
或 oo 的 充分 “小 "的 邻 域内 ， 任 作 -- 闭 简单 连续 曲线 C 围绕 0 或 
co . 根据 Argz 的 连续 变化 情况 ， 当 -点 z 从 C 上 一 点 z 于 发 沿 C 
连续 变动 -- 周 时 ，Lnz 从 它 在 2 的 任 一 值 连续 变动 到 其 他 一 值 
于 此 我 们 把 原点 及 无 穷 远 点 称 为 对 数 函 数 w= Lnz 的 梳 点 ， 这 两 
枝 点 还 具有 下 列 性 质 : 当 = 从 出 发 消 C 按 一 定 方向 连续 变动 
无 论 多 少 周 时 ，w =Lnz 总 不 可 能 从 它 在 zi 的 任 .一 值 连续 变动 到 
同 -- 值 ,由 于 这 一 性 质 ， 我 们 把 原点 及 无 穷 过 点 称 为 w= Lanz 的 
无 穷 阶 枝 点 ， 特 别称 为 对 数 枝 点 .对 于 其 他 多 值 解析 函数 ， 我 们 
世祖 应 地 定义 枝 点 及 村 点 的 阶 数 . 

引进 核 点 概念 后 ， 可 见 C 是 连接 w=Inz 的 两 核 点 的 曲线 

共 他 -- 些 初等 多 值 函数 也 是 多 值 解 析 函 数 ， 可 以 用 类 似 的 广 
法 处 理 它们 .首先 确定 它们 的 枝 点 ， 然 后 在 复 平面 上 以 连接 枝 点 
的 曲线 作 割 线 ， 得 一 区 域 .在 这 区 域内 、 可 把 有 关 多 值 冰 数 分 解 
成 稻 析 准 数 分 枝 ， 交 

二 多 疲 贸 数 竺 形 一 样 ， 可 排出 w= Lnz 的 映射 性 质 ， 它 的 一 


w= nlzl+ iargz+ 2kri (—x < argz <x) 
把 z 平 面 上 的 区 域 DD 双 射 成 ww 平面 上 由 
(站 一 1 和 < Tmw <(2k+1)n 
所 确定 的 插 形 (二 = 0, 十 1], 土 2,… 小 ， 
7, 禹 函数 设 w 基 任何 实数 或 复数 . 对 于 z0, 用 下 列 等 
式 定义 = 的 次 军机 数 
= 2 (7.1)} 


在 x 是 正 实 竹 的 情形 ， 补 充 规定 当 == 0 时，z*= 0， 


”有关 脱 诉 分 著作 负 实 加 三 下 过 加 上 上 窜 及 下 济 所 肥 的 值 ， 基 相应 弟 值 丛 续 分 校 在 
该 不 所 让 的 依 ， 
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由 (6.2)., 
w= =ever ilinl=0, ~ xr<args rn)(ker) 
可 见 对 同一 z 关 0, ww =Y 的 不 同 数值 的 个 数 等 于 相同 数 慎 的 因子 
er (KE YE) 
的 个 数 ， 由 于 当 及 内 当 z= 2kxi (大 Ee 芝 ) 时 取 值 1, 不 难看 出 : 


(1) 如 果 % 是 有 理 数 ， 其 既 约 分 数 表示 式 是 严 ,其 中 n> 1， 


那么 是 值 的 ， 特别, 当 & 是 整数 村，z 是 音信 的 
(2) 如果 & 是 无 理 数 或 虚数 、 那 么 是 是 无 穷 多 值 的 .， 
设 在 区 域 G 内 ， 我 们 可 以 把 Laz 分 成 无 穷 个 解 折 分 枝 . 对 
下 Lnz 的 一 个 解析 分 被 ， 相 应 地 z? 有 一 个 单 值 连续 分 枝 . 根据 复 
合 国 数 求 导数 的 法 则 、v = =* 的 这 个 单 值 连 续 分 枝 在 G 内 解 折 ,并 且 
人 x .二 Ey .三 ， (7.2) 
共 中 二 诺 当 了 解 为 对 它 求 导数 的 那个 分 枝 ，lnz 应 当 了 解 为 对 数 
网 数 的 相 纤 分 枝 . . 
对 应 -于 Lns 在 僻 内 任 - -个 解析 分 校 : 当 % 是 整数 时 ， 2 在 


G 办 是 同 ~ 解析 消 数 ， 当 z= 《婚约 分 数 ，na> 1) 时 . = 在 局 


人 闲 有 个 解析 分 枝 ， 当 是 无 理 数 或 虚数 时 一 在 宇内 存 充 穷 个 
解析 分 枝 . 在 后 两 种 情形 下 ,= 十 多 值 解 析 消 数 ， 

障 如 当 # 是 大 十 1 隐 名 人 w= 27 = 称 为 很 武 函数， 
它 是 := tw" 的 反 国 数 ， 当 = 关 人 有时， 有 : 和 


一 | 1 t ， 
Eh — tt- -一 Dr! 1. 站 + Fare | 一 Bai 
二 Er Ee. Er 


= vw -| a 
{—7<Argzs nkes ), 

这 并 数 是 4 值 的 ， 在 复 平面 上 以 负 实 坦 ( 包 括 9) 为 制 线 而 得 的 区 

域 忆 内 ， 它 有 于 个 不 问 的 解析 分 枝 : 


由 一 Ye (xr<arg<n;k=0,1,2,..,n—1). 
它们 也 可 记 作 
一 1 一 一 ja 
wT 


这 些 分 核 在 负 实 轴 上 褒 及 下 沾 所 取 的 值 ， 与 相应 的 连续 分 枝 在 该 
处 所 取 的 值 一 致 . 

当 a 不 是 整数 时 ， 原 点 及 无 穷 还 虑 是 Ww =z" 的 枝 点 ， 可 是 按 
照 上 是 有 理 数 或 者 不 是 有 理 数 ， 这 两 枝 骨 具有 不 疝 的 性 质 ， 与 上 
毁 中 一 样 , 在 0 或 oo 的 充分 小 的 邻 域内 ; 任 作 一 闭 简 单 连续 曲 
线 C 围绕 0 或 z. 在 己 -上 任 取 … 点 zh 确定 Argz 在 3 的 一 - 值 argz 
= 6; 相应 地 确定 

市 一 富 一 Elnld +t iArp2 , 


在 z 的 一 值 eruramu= ext . 现 考虑 下 列 两 种 情况 : 

(1)x 是 有 理 数 -二 (婚约 分 数 ，z2> 2) 当 -点 z 从 五 出 发 
按 反 时 针 或 闫 时 针 方向 连续 变动 上 周 时 ，argz 从 9, 连续 变动 到 9， 
土 20z, 而 w=z”, 则 从 e 区 ma=e 且 tltob 相应 地 连续 变动 到 


亚 ilnz + 
En {linz| + iznr ) en 1 ， 


亦 即 第 一 次 回 到 了 它 从 3 出 发 时 的 值 . 由 于 这 一 性 质 ， 我 们 把 原 
点 及 无 穷 远 点 称 为 w=z*” 的 一 1 阶 枝 点 ， 特 别称 为 n 一 1 阶 代 


pe ee er, rr 


数 枝 点 ， 对 于 其 他 多 值 范 数 ， 我 和 也 相应 地 定义 枝 点 的 阶 数 - 
”全 )w 不 是 有 理 数 这 时 不 难 验 证 原点 及 无 穷 远 点 是 w==z 
的 无 穷 阶 枝 点 . 

“着 wx 休 是 整 数 时 ， 在 复 平 面 上 ， 任 取 束 接 w=z 的 两 枝 点 0 
及 oo 的 一 条 无 界 简单 连续 曲线 C, 作为 赂 线 ， 得 一 区 域 也 .在 
内 ,可 以 把 w =z 分 成 解析 分 枝 . 特别 ; 可 取 从 原点 出 发 的 任 俩 
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射线 作为 割 线 . 

现 研 究 w=z* 的 映射 性 质 , 其 中 a 是 一 正 实数 ， 没 ww 是 一 
实数 , 并且 0<w,aw<2x. 在 平面 上 取 正 实 轴 ( 包 括 原 点 ) 作 为 
割 线 ， 得 一 区 域 D* . 考虑 D* 内 的 角形 4:0<Argz < ww, 并且 取 二 
在 DD' 内 的 一 个 解析 分 枝 

w=2 (l=1). . 
当 z 描 出 4 内 一 条 射线 1 argz= 抽 于 (不 包括 z=0), w 在 w 平 
面 内 描 出 一 条 射线 站 argw 二 a06. 让 提 从 0 增加 到 ow{ 不 包括 0 
及 中)， 那 乏 射 线 1 扫 过 角形 4, 而 相应 的 射线 1 扫 过 角形 A 
0<argw<awm. 因此 w=z*(1=1) 把 夹 角 为 w 的 角形 4 避 射 
成 殉 角 为 et 的 角形 4j( 图 7)， 显然 ,这 一 函数 把 4 中 以 原点 为 
心 的 贺 弧 映射 成 4 中 以 原点 为 心 的 圆 应 . 


图 7 


用 类 似 的 方法 可 以 看 出 ， 当 nn ( > 1 ) 是 正 整数 时 ，w= 7 
的 # 个 分 枝 


w= Yr (YI =e*) 
{ 下 二 用， 1 ， 2， -一 ] ), 
分 别 把 区 域 D” 驱 射 成 w 平面 上 的 nn 个 角形 
2Kr 2( 天 上 + 1 Yr 
严 总 : 


<Aargw< 


现 举例 研究 多 项 式 的 根 式 的 解析 分 校 . 
例 1 作出 一 个 含 i 的 区 域 ， 使 得 函数 


让 


一 V 1 2) 
在 这 区 域内 可 分 解 成 解析 分 棱 ; 求 个 分 枝 在 点 i 的 值 ， 
我 们 知道 


w= las C2) ed Me rh , 


1 


先 求 函数 ww 的 枝 点 . 由 Fa2 
的 枝 点 是 0 及 c， 范 数 产 的 可 能 “ 
的 枝 点 是 9.1.2 及 w, 任 作 -- 
条 简单 连续 闲 申 线 C, 使 其 不 经 
过 0, 1 及 2, 并 使 其 内 区 域 含 0， 
但 不 念 1 及 2. 设 z 是 C 上 一 点 . 
我 们 确定 Argz, Arg (2 一 1) 及 
Arg{z 一 2) 在 这 点 的 值 argz,， 
argf zi- 及 argf zi 一 2 图 9)， 图 8 
当 -= 从 2z, 按 友 时 针 广 向 沿 C 连续 变动 -< 周 时 ， 道 过 连续 变动 ， 
3B 增加 了 2x ,而 arg (24 一 1) 及 arg(z 一 2) 设 有 变化 ， 丁 是 
在 = 的 值 就 从 


13 一 1 人 (2 一 2) 位 + at 一 Wi 
连续 变动 到 
lztz ~ 1)(z,— DY ev tr wl, 

内 此 站 是 和 这 人 w 的 枝 点 ; 同样 可 证 明 1 及 2 也 是 它 的 枝 点 . 任 作 
- “条 简章 连续 4 曲线 ， 使 其 内 区 域 含 0. 1 及 2. 可 证 肯 史 古 前 数 

tt 的 校 点 

在 揽 平 而 上 取 连 接 0, 1, 2 及 的 任 … -条 无 界 科 单 过 续 归 线 
作为 割 线 ， 在 所 得 区 域内 ， 可 把 w 分 成 连续 分 枝 . 例如 可 寂 [0， 
+ 2 ) 作 为 复 平 而 上 这 样 的 制 线 ， 得 区 域 D. : 


1 天 作 昌 线 的 外 区 域 售 志 , 但 不 贫 让 下 及 2 . 
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其 次 ， 任 作 -- 条 简单 连续 闭 曲 线 Cl, 合 其 不 经 过 0, ] 及 2, 并 
使 其 内 区 域 含 这 三 点 中 的 两 点 ， 但 不 含 另 一 点 . 设 2 是 Ci 上 一 
点 ,确定 w 在 z, 的 一 个 值 ， 与 上 而 -- 样 , 当 z 从 z, 语 CC, 连续 变化 一 
局 回 到 z, 时 ，w 连续 变化 而 得 的 慎 不 会 改变 . 

于 是 在 复 平面 上 取 线 段 10,1] 以 及 从 2 出 发 有 不 与 [0, 1] 相 
交 的 任何 射线 作为 割 线 ， 在 所 得 区 域内 ， 可 把 w 分 成 连续 分 枝 ， 
例如 可 取 [0, 1] 及 [2, + co ) 作 为 复 平面 上 这 样 的 割 线 ， 得 区 域 五 . 

求 由 在 五 或 互 内 的 一 个 解 折 分 枝 

w=vVz(z-1)z-2) 6(-D= 一 VD 
在 z=i 的 值 . 
”在 z= 一 1, 取 
arg z=7, arg(z—1)=n,arg(z~2)=7. 
于 是 在 PDP 或 Di 内， w 可 分 成 两 个 解析 分 枝 : 


w=lz(z~ 1)(2~ IT a tm ame 2)+ 2 
=|z(z 一 1 }(z— 2 1 @¥ emt a Dt amt 2 i 


{k=0, 1). 
由 于 所 求 的 分 棱 在 z= 一 1 的 值 为 ~ VE i ,可见 这 一 分 枝 是 
由 二 . (z— 1)(z- I) ed tow) tue) 
. 由 图 9, 在 DD 或 记 内 z=i 处 ， 
3 


argz = 了 ,Arg (2—1)= 二 ， 


arg (2~2)=7 -arctg 
因此 w 的 所 求 分 枝 在 = 一 ; 的 值 是 


1 
2 + 
一 Yi0 a (年 a 六 ) 二 — 


a 
v 0 


了 


例 2 验证 的 数 w= Vz(] :3 在 区 上 咸 D=S 一 [1 内 
可 以 分 解 成 解析 分 枝 ; 求 出 这 前 数 在 (0, 1) 上 洛 取 正 实 值 的 一 个 
分 枝 在 z= 一 1 处 的 值 及 项 数 在 (0, 1 ) 下 沿 的 值 . 

我 们 有 | 

w= la(1 2) ete 

不 难看 出 ; == 0 及 工 是 w 的 三 阶 枝 点 ， 可 以 证 明 ow 不 是 它 的 枝 
下 

事实 上 ， 任 作 -一 条 简单 连续 闭 阵 线 C…， 使 其 内 区 域 合 0 及 上. 
设 z 是 C" 上 的 一 点 ， 取 定 w 在 三 的 -- 个 值 ， 当 = 从 出 发 连 
续 变 化 一 局 回 到 >” 上 时，w 连续 变化 而 得 的 值 不 变 ， 

由 此 可 见 ， 在 区 域 P= 区 一 [0,1] 肉 ， 可 以 把 mw 分 成 解析 分 
枝 . 现在 选取 在 (0, 1) 上 说 取 正 实 值 航 那 -- 枝 ， 即 在 (0, 1 ) 的 上 沿 ， 
argw=0,4= xy ,其 中 0<x<1, 根 导 表 示 算 术 根 . 求 
这 … 枝 在 z= 一 1 的 候 ， | 

在 (0, 1) 十 治 ， 可 取 argz=0, argt1 一 z)=0. 于 是 所 求 的 -- 


由 二 ji 人 (1 一: 于 二 于 aag0: 1 


在 内 z= 一 1 处， 
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argz= x, cro(l— 21=0. 
于 起 w 的 指定 的 一 枝 在 z= 一 1 处 的 值 起 


J Sr NA 【1] 十 i), 


现在 考 虚 上 述 间 值 枝 在 (0, 1 ) 下 沿 取 值 的 情况 .在 区 域 内 ， 
如 图 10, 当 = 洗 曲线 Ci, 从 (0.1) 的 上 沿 变 动 到 下 沿 时 ，argz 没 
有 变化 , 而 arg(1 一 > ) 减 少 了 2x. 于 是 在 (0, 1) 的 下 座 ，argw 二 


- -到 .如 果 z 沿 明 线 Cs 从 (0,1) 的 上 沿 变 到 下 沿 时 ，argz 增加 


了 2 而 arg(1 一 z) 没 有 变化 ， 于 是 在 (0, 1 ) 下 治 ，argw 一 二 


< 2 
无 论 怎 样 ， 当 z=x 在 (0, 1) 下 沿 时 ， 上 述 单 值 技 的 信 是 
WW=iyx(l-x) - 
8. 三 角 坎 数 ” 由 (4.1)， 对 任何 实数 x， 
= Cosx + isinx, e = COMX — isinx, 
Ff 是 
er 十 ee , er 一 ee 
COSX = ,， SINX = 可 
因此 对 任何 复数 2, 我 们 定义 余 纺 函数 及 正 续 卫 数 如 下 : 
cosz= te ,sinz= ;- ， (8.1) 


册 比 可 见 ， 对 征 何 复数 zx, 欧 拉 会 式 仍 然 成 立 : 
= COS7 + isinz. (8.2) 
由 (8.1).(4.3) 扩 及 复合 师 数 的 导数 公式 ， 可 见 cosz 及 sinz 都 在 
复 平 面 上 上 解析， 并且 
COSZ = 一 Sinz， 二 Sinz = COSz， {8.3) 

复 变 余弦 及 复 变 正 玻 函数 有 许多 与 实 变 余 总 及 实 变 正弦 阐 数 
相 类 似 的 性 质 ， 现 举例 如 下 : 

(1 ) cosz 起 侦 函 数 ，sinz 是 奇 国 数 : 

. COs {~z)= Cosz, sin( — 7)= — sinz, 

{2) cosz 及 sinz 都 有 周期 2x: 

cos(z+ 2kx )} = cosz, sin(z+ 2kx ) = sinz, 
其 中 是 任何 堤 数 . 
{3) cos (z+ #3) 一 COS2IC0Sz — sinzisinzy ， 
Sin(21+ 2,) = sinricoOgz,+ COSTISINz, . 

(4) cos2z 十 Sin2z= 1. 

以 上 各 性 质 都 可 由 18.] ) 推 出 ， 请 读者 自己 作出 证 明 . 

在 这 里 要 着 重 指 出 ， 由 性 质 (4) 不 能 推出 lcosz|& 1 及 lsinz|< 1, 
因为 一 般 说 来 ，cos?z 及 sinzz 不 是 非 负 的 实数 , 例如 当 2=2i 时 ， 
七 两 个 不 等 式 就 不 成 立 ， 

最 后 ， 证 我 们 来 确定 复 半 面 上 使 sinz 和 cosz 为 零 的 所 有 点 . 
由 (8.1)， 等 式 sinz 一 0 相当 于 方程 e*== ei 和 
结果 ， 可见 z= 一 ?+ 2kn, 其 中 六 EZ ,从 而 z= kr. 于 是 使 sinz 为 
零 的 所 有 点 是 z= kx, 其 中 天 E 有 , 不 难 推 得 使 cosz 为 堆 的 所 有 点 


是 z= 本 十 大 fr 其 中 eZ. 
引进 了 国 数 sinz 及 cosz 的 定义 ， 我 们 就 可 以 定义 并 且 研 究 
其 他 复 变 三 角 国 数 : 


Slnz COSz 1 1 
tg5= 一 一 一 ，&t 名 2 一 一 ， SBCZ 一 CSCz 一 一 一。 
COSZ Sinz COSZ sinz 


这 些 园 数 在 . - 定 的 区 域内 解析 ， 而 由 它们 二 与 相应 的 实 变 三 角 羡 
数 有 类 伺 的 性 质 ， 在 这 里 不 打算 对 它们 进行 详细 的 讨论 . 

本 节 中 我 们 看 到 ， 在 复 域 中 ， 指 数 辣 数 是 对 数 函 数 .加 函数 
种 三 负电 数 的 共同 基础 ， 反 三 角 畏 数 可 由 对 数 聊 数 表示 出 来 ， 它 
们 也 以 指数 冰 数 作为 菇 础 ， 现 以 反正 切 也 数 为 例 米 说 明 这 一 点 . 

由 前 数 z= tgw 所 定义 的 隙 数 Ww 称 为 = 的 反正 切 函 数 ， 记 作 

w= Arc tg 2. (8.4) 
由 于 


1 er 好 一 i 


令 erw= tr 就 得 到 


从 而 | -i 


最 后 得 


方 [Ln (si)—Ln(z+i)+ inl . (8.5) 


假设 确定 Ln(z 一 站 及 Lnt(z+ 门 在 某 一 点 z (对 十 门 的 值 是 
Iin(z— DD 及 ntzti). Ww ee - 


= Arctgz = 二 TcG-D- _In(z+D)+. 
于 是 Ww 在 点 z 的 其他 从 是 


由 一 南 [In(z—i} + 2kni— In(z+ 7) — 2kni+ ad 
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【大 大 EZ ), 
亦 即 
* Arctgz=arctgz+tkan(kez). . . (8.6) 
这 一 性 质 与 实 域 中 反正 切 函 数 的 性 质 相 类 似 ， 
因为 Lntz~ 门 及 Ln(z+ i) 都 是 多 值 解析 函数 ， 所 以 由 (8.5)， 
Arctgz 世 是 多 值 解析 哺 数 ， 其 可 能 的 枝 点 是 z= 土 i 及 z= oo 
不 难看 出 ，z= 土 i 是 w 的 (无 穷 阶 ) 枝 点 . 现 证 明 z= oe 不 是 它 的 
由 (8,5)， 


Arctgz= 二 [mb- il+ iArg (z—i) 


—lnlz+d-iArg (z+i)+ix ]. 


任 作 一 条 简单 连续 曲线 C, 使 其 内 区 
域 含 ;及 一 上 图 11). 设 z 是 CC 上 一 点 ， 
取 定 Arg (2 一 站 及 Arg (z+ 站 在 2 的 ' 
值 为 

arg(z) 一 门 及 

arg (2,+ i); 
那么 w 的 相应 值 为 ’ 


= arc tgz,= 方 [jnlz, 一 站 


+iarg(z—i)— lnlz, td 
一 farg(zl 十 站 十 证] . : 
当 一 点 z 从 zz 此 发 接 反 时 针 方 向 连续 变动 回 到 时， 通过 连 
续 变 动 ，arg( zi 一 人 及 十 Bf2 十 门 都 增 地 了 2r, 从 而 w; 变 回 到 


图 11 


总 [lplz ~ il+ iarg(z1— i)+ 2ri— lnlzt il— iarg(z+i) 
—2xitir|=w,. 


和 


三 此 可 更，z= 拓 不 是 Arctgz 的 校 点 ， 
在 复 平面 上 取 线 段 Y=0, 加 过 上 作为 寡 线 ， 或 者 取 两 半 射 线 
x 二 0, pl 宕 1 作为 制 线 ,在 所 得 区 域内 ， 本 和 局 ww 分 成 解析 分 


出 (8.5),，w 一 Arctgz 的 任何 解析 分 枝 有 导数 


dw _ 1 1 __l ,1 
dr 2i\ zi zi 1l+2 
二 角 国 数 及 友 三 角 函 数 的 映射 性 质 比 较 复 杂 ， 这 里 不 进行 讨 
论 ， 


习 题 二 


1 .试问 函数 一 二， 在 贺 盘 jl< 1( 称 为 单位 圆 盘 ) 内 总 杏 过 续 ? 是 否 一 
l+z ~ 


2. 证 明 函 数 f(z) = 上 中 除去 在 z=0 外， 处 处 不 可 微 ， 
3, 设 函数 让 (z) 在 区 域 DD 内 解析 ， 证明: 如 果 对 等 一 点 zeD, 有 
Ti)=0, | 
那么 f(z ) 在 PD 内 为 常数 . 
4. 设 函数 f(z) 在 区 域内 解析 ， 证 明 ; 如 果 f(z) 满 足下 列 条 件 之 -- 
那么 它 在 加 内 为 常数 : 
(1) Ref(z ) 或 Im ) 在 DD 内 为 常数 ; 
C2) (z 中 在 D 内 为 常数 . 
5. 证 明 ; 营 隙 数 /(z ) 在 上 半 平 面 解 析 ， 那 么 函数 /1(z ) 在 下 半 平 面 解析 . 
6. 试 利用 柯 西 淆 妆 杀 伯 ,证 曙 下 列 卫 数 在 复 平面 上 解析: 


, 6°, Ml 7, COSZ 3 


而 下 到 函数 不 解析 : 
如 , 07, sinz, COsT . 
7 了 .证 明 在 航 坐 标 下 的 柯 王 - 歼 坚 条 件 是 : 
tr ap By _ ep 
or Foo "or 
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8 下 章 将 要 证 明 : 在 任何 区 域 内 的 解析 函数 /rz ) 一 定 有 任意 阶 号 笋 - 
由 此 这 明 ; 
(f(z ) 的 实 部 和 开 部 在 DD 内 也 有 任 斋 阶 导 数 ， 并且 满足 村 普 拉 斯 方程 
Ea 全 以 
5 
2) 在 户 内 ， 


站 + Be ye P=4b “六 


9. 试 求 出 2 n+). Flvz ,{ 一 2W3 的 秆 . 

10. 由 z = simw 及 z=cosw 所 定 父 的 应 数 ww 分 别称 为 > 的 皮下 闭 国 
数 六 肥 余 嘴 国 数 . 求 出 它们 的 解析 胡 达 式 { 利 则 对 数 函 数 ). 四 
”下 


i 


sinhz = > 一 及 coshz* < 


所 定义 的 函数 分 别称 为 双 曲 正 弥 明 数 及 双 曲 余 苇 明 数 *， 证 明 
sinbz 二 一 站 一 jsin re,coshz=cos 它 . 
由 此 从 关于 三 角 函 数 的 有 关公 式 导 出 : 
cosh"z -sinhzz= 1 ， 
sinh( zi+ z )= sinhzicoshz2+ coshzisinhzs ， 
cosh(z1 + zy) 一 Coshzicoshz 2 十 sinhzisinhz,, 
sin (Xx+iy)}= sinxcoshy + icosxsinhy, 
oO coveosy Sinem 


至 sinhz =coshz, —— coshz = sinhz . 
12. 机 所 个 实时 数 tx 有 六 导数 这 一 冰 数 可 以 写成 z= 天 十 下 


及 = 的 函数 
+ 2~7 
Hy 3 ' 3 : 


T: 这 种 方程 的 解 称 为 凋 种 函数 ， 坟 此 解析 活 数 的 实 部 和 虚 部 都 是 其 和 漆 数 , 参 
看 第 八 章 . 


汐 它们 也 可 记 作 shsz 六 chz ， 
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证 明 : 


设 复 变 卫 数 f(z ) 的 实 部 及 庶 部 分 别 是 wtx,y) 及 v(x,y)， 并 且 它 信 都 有 
篇 导数 ， 求 证 : 对 于 f(z ), 柯 西 一 黎 坚 条 件 可 以 写成 


of dn 二 -0 
5 dr FE 


13. 设 青 数 /二 ju ==0 解析 ， 那 么 我 们 涪 (=) 存 2 一 沁 解析 . 
下 列 消 数 中 ， 哪 些 在 无 穷 远 点 解 忻 ? 


,Ln 2 十】 ， 十 的 7 十 … -二 
.2~1 bot Pzt.-- +h, 2 
Vz 
Try 


14, 在 复 平 面 十 取 二 半 虚 轴 作 荐 线 ， 试 在 所 得 区 战 内 分 别 联 定 靖 数 
让 ”与 Lnz 在 正 实 轩 取 主 实 值 的 -个 解析 分 枝 ， 并 求 它们 在 于 兴盛 铀 声 语 


Wz 村 
的 点 及 布 沿 的 点 z= 处 的 值 . 

15. 在 复 平 面 上 到 正 实 轴 作 割 线 . 试 在 所 得 的 区 域内 : (1) 取 定 图 数 > 
[一 1<x<0) 在 正 实 轴 上 说 取 正 实 值 的 一 个 解析 分 核 ， 并 求 这 -一 分 枝 在 

2 一 一 上 

处 的 值 ; 在 正 实 轴 下 铭 的 值 , (2 ) 原 定 项 数 Lnz 在 正 实 轴 上 沿 取 实 值 的 一 个 
解析 分 枝 ， 并 孙 这 -分 枝 在 z= -1 处 的 值 ; 在 正 实 轴 下 沿 的 值 ， 

16. 求 消 数 二 一 局) (0<K<1) 的 枝 点 ,证 副 它 在 线段 


的 外 部 ， 龙 分 成 解析 分 枝 ， 并 求 在 ==0 取 正 值 的 那个 分 枝 ， 


17. 研究 函 数 
2 (2+ (2) 
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总 果 鸯 定 在 z=3 叶 ，r>N0. 任 作 两 种 适当 割 线 ， 求 这 函数 的 两 个 不 同 的 模 
应 解析 分 枝 在 z==i 的 值 . 

18. 找 出 下 列 推理 的 错误 : 因为 (一 z 六 = 志 , 所 以 2Ln(-z)=2Lnz .因此 
Ln(~z)= Lnz， 
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第 三 章 “” 复 变 函 数 的 积分 


8$1. 柯 西 定 理 


1. 复 变 函数 的 积分 ” 柯 西 (1825 年 ) 人 赋 究 复 变 函数 的 积分 ， 
证 明了 著名 的 柯 西 定理 ;， 它 是 复 变 函 数论 的 重要 基础 之 一 ， 本 童 
先 讲述 这 一 定理 的 经 典 形式 以 及 由 它 推 导出 来 的 解析 函数 的 重要 性 
质 ， 然 后 讲述 同调 及 向 伦 形式 的 柯 西 定理 . 现在 先 引 进 复 变 图 数 
的 积分 ， 

设 在 复 平面 刀 上 有 一 条 连接 2 及 二 两 点 的 篇 单 田 线 ( 即 简单 
光 福 或 简单 分 眉 光 请 曲线 ;请 参看 1.5 中 的 规定 )C. 设 f(z)= 
u(x,pHivtx,y) 是 在 C 上 的 过 续 
鞠 数 ， 在 这 里 u(x,y) 及 v(x,y) 是 
了 (z) 的 实 部 及 虚 部 .把 曲线 忆 用 
分 点 zz Zpy… ;21 21 三世 分 成 
nn 个 更 小 的 器 ， 在 这 里 分 点 z= 0， 
1,…,n) 是 在 曲线 C 上 按照 从 了 
到 Z 的 次 序 排列 的 . 如 果 是 在 z 
到 z,, 的 弧 上 的 任 一 点 (图 12)， 
那么 和 和 式 | 


了 zy 一 有) (1.1) 
k=0 
可 以 写成 


1 一 
| uC We) +t io( Ei W(x Nt FO i)] 


和 一 上 


中 一 
> u(t, Hi Hx — XxX) — YY vle, Ne Fo pi) 
上 = 村 上 太 = 闪 


nl . 4—] 
十 了 |: v(t 于 {xs 1 一 Xx) 二 了 让 (é,, He Os 1™ Px 中 
ED An 


(1.2) 


在 这 里 x, 与 各: 六 分 别 表示 3 与 5 的 实 部 及 虚 部 . 
按照 关于 实 变 函 数 的 线 积分 的 结果 ，、 当 曲线 C 上 的 分 点 zi 的 
个 数 无 穷 增 加 , 而且 lz 一 z= (x 一 x 一) 之 中 


的 最 大 的 一 个 趋 近 王 零 时 ， (1.2) 中 的 四 个 和 式 分 别 有 极 限 : 


J | oto, | oer, | le) 


[中 Le 


我 们 说 ;， 当 曲线 C 上 的 分 点 的 个 数 无 穷 增 加 ， 而且 lz 一 到 
(k=0,1,2,… ,7 一 1) 之 中 最 大 的 一 个 趋 近 于 零 时 ， 和 式 (1.1) 有 
极限 


| HX dx — vxsy jdy+ 路 (x,y dxt ulx,y dy ， 
人 Cc - 


这 一 极限 称 为 (2) 消 史 续 C 的 积分 ， 记 人 


| jez . 

于 是 我 们 有 

| ree- |: (xsp dx — vx dy+ 中 eureernd 
站 [出 


(1.3) 

如 果 C 是 简单 光滑 曲线 : x=p (0), y=y(D(nstg TT) 

并 用 i 及 了 相应 于 及 及 ,那么 (1.3) 右 边 的 积分 可 以 写成 歼 昌 
32 : 


积分 的 形式 ， 例 如 其 中 第 一 个 可 以 写成 
| u(p pp Ta. 
nm 


把 (1.3) 右 边 的 积分 都 改 : 写成 类 位 的 形式 ， 并 且 重新 集合 各 项 ， 
就 得 到 


| /ya=| [x(ws wt iotp, wy Ho 《r+iy CD a. (1.4) 
我 们 可 以 看 到 ， 在 (1.4) 的 左边 ， 把 z 换 成 
z(1) =@ (+ w(t), 


把 dz 形式 地 换 成 微分 dx 十 idp 一 [Lp 《tt 地 《radar 就 直接 得 
到 (1.4) 的 右边 ， 这 样 ,，{1.4) 志 可 写成 


| /a= | f(z1))z 1)dr. (1.47) 
|, , / 

当 C 是 分 段 光滑 简单 曲线 时 ， 我 们 把 它 分 成 几 眉 弧 来 考 虚 ,仍然 
可 以 得 到 类 伺 的 结果 . 


根据 复 变 函 数 的 积分 的 定义 ， 可 以 立即 推出 它 的 一 此 基本 性 
质 . 设 /(z) 及 g(z) 在 简单 曲线 C 上 连续 ， 那 么 有 : 


| | f(z)qz, 共 中 a 是 一 复 常 数 . 
2| Veretna | /e+ | g{z)qz. 
c de © 


| /=| e+ | eydet + | f(z qz, 其 
CO C1 Ch Cy 
中 曲线 己 是 由 曲线 CC … 及 C, 连接 而 成 . 
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(4) | f(z)dz= -| f(z)qz, 其 中 和 如果 曲线 C 用 方程 z= 
CL 人 


z( (i 所 1 所 了 ) 表 出 ,那么 曲线 C7 就 由 z=z(- 站 (-T 了 gtg 一 1) 
表 出 . 换 甸 话说 ， 有 关 积 分 是 在 同一 曲线 上 沿 相反 的 方向 取 的 . 
如 果 是 一 条 简单 闭 曲线 ， 那么 可 取 局 上 任 一 点 作为 到 积 
分 的 起 点 ， 而且 当 洛 C 取 积分 的 方 疝 改 变 时 ，、 所 得 积分 相应 变 号 . 
(5) 如 果 在 CC 上 , jf(z)l< MM, 而 研 是 曲线 己 的 长 , 其 中 并 
及 工 都 是 有 限 的 正 数 ,那么 


je jzls ML*. 


Cc 


这 个 不 等 式 我 们 要 经 常用 到 . 它 是 由 下 面 的 不 等 式 取 极限 得 
到 的 : 


|z fea-ak MT | 有 一 到 < ML,. 
i=o f=o 


上 述 积分 的 定义 及 性 质 对 于 不 一 定 是 简单 的 一 般 曲线 ， 即 一 
最 光 请 或 分 段 光滑 曲线 也 适用 ， 
例 1 设 C 是 连接 环 及 Z 两 点 的 简单 曲线， 那么 


| -za (1.5) 


[og 


| 2- 广 (2Z2 一 中) (1.6) 
< - 

在 (1.3) 中 分 别 取 jz)=1 以 及 87z)=z=x+B 我们 就 得 
和， 我 们 也 可 证 明 


| rewle| Ve jroolla ， 
C Cc 站 


在 这 里 力战 1i 表示 明 线 C 上 弧 长 的 微分 . 
5 


到 {1.5) 及 (1.6). 

如 果 C 是 闭 曲线 ， 即 ,=Z, 那么 (1.5) 及 (1.6) 中 的 积分 都 
是 零 . 
例 2 设 C 是 一 个 圆 zl= p, 其 中心 是 一 复数 ，p 是 一 正 
数 ， 那 么 按 反 时 儿 方 向 所 取 的 积分 


| dri. (1.7) 
eo 2—& 
令 2— X= fe ， 
于 是 dz=pie'’ db , 
从 而 fi 
ce 27 0 : 


2. 几 个 引 理 ”根据 连续 函数 (z ) 的 积分 的 定义 ， 一 般 说 来 ， 这 种 
积分 的 数值 不 仅 依 赖 于 函数 ,而 且 依 赖 于 所 取 的 曲线 C. 设 f(z) 
在 区 域 D 内 连续 ， 那 么 ， 当 我 们 在 区 域 D 内 取 两 条 不 同 的 简单 曲 


线 CC 及 CC 连接 两 点 6 及 ZZ 时 ， a | JJ 及 | ft{z)jdz 的 


数值 一 般 不 同 . 可 是 在 上 段 例 1 中 的 积分 ， 无 论 取 在 连接 za 及 了 
的 哪 一 条 简单 曲线 上 ， 所 得 数 慎 总 是 相同 . 因此 很 自然 地 提出 下 
到 问题 : 图 数 .六 z ) 应 当 满 是 怎样 的 条 件 ， 才 能 使 它 的 积分 名 其 有 
这 一 性 质 ? 与 实 变 函数 的 线 积 分 的 情形 一 样 ， 和 这 个 侣 题 相 联系 的 
是 : 找 出 ft{z) 祝 任 一 条 简单 团 曲线 的 积分 为 零 的 条 件 ， 柯 西 定理 回 
答 了 这 一 问题 现在 先 证 明史 个 引 理 ， 

引 理 2.1 设 /(z) 是 往 单 连通 区 域 D 内 的 解析 函数 . 设 己 是 
DD 内 一 个 多 角形 的 周 界 ， 那 么 


33 


在 这 里 钞 C 的 积分 是 按 反 有 时针 方向 中 的 ， 

证 先 对 C 是 三 角形 周 界 的 情形 作出 证 明 ， 热 后 证 明 一 般 傅 
撒 . 

(1) 为 一 三 钊 形 的 周 界 和 八 

设 


| J ds = M ， 
A | 


我 们 来 证 明 MM =0. 
等 分 给 定 的 三 角形 的 每 一 边 ， 两 两 过 \ 
接 这 些 分 点 ， 给 定 的 三 角形 被 分 成 了 四 个 ”个 一 一 = 
全 等 的 三 角形 ， 它 们 的 周 界 分 别 是 入, 和 作 ,， 
An 图 13). 我 们 显然 有 ， 


| ee-| +| +| :| ; (2.2) 
机 全 A es A er | 


这 是 由 于 在 每 … 条 连接 分 点 的 线段 上 ， 积 分 恰好 按 相反 的 方向 到 
了 两 次 ， 因 而 互相 抵消 .根据 (2.2)， 沿 着 周 界 八 (= 1, 2, 3, 4) 


中 至 少 有 -个 所 取 的 积分 的 模 不 小 于 -比如 说 ,假定 这 个 周 界 
是 入 : 


图 13 


M 
| ez 裤 本 


对 于 这 个 三 角形 周 界 A,, 和 前 面 一 样 ， 把 它 分 成 四 个 全 等 三 
角形 ， 其 中 一 个 的 周 界 Ae 满 足 ， 


| 由 ren 


把 这 种 作法 无 | 制 地 继续 下 去 ， 于 是 我 们 得 到 具有 周 界 : 


全 由 上 段 中 积分 的 性 质 (4),， 在 这 里 按期 时 针 方 向 肥 积 分 ， 结果 也 是 一 样 . 


M 
之 


S56 


六 = 六 0 人 -An A2 AAA6 oo 的 一 个 三 角形 序列 ， 
其 中 每 一 个 包含 后 面 一 个 ， 市 且 有 下 询 不 等 式 : 


| Flz)dz 
ln) 


用 上 U 表示 周 界 八 的 长 度 ， 于 是 周 界 八 "的 长 度 是 高 (n=1, 


> (n=0, 1, 2,..). (2.3) 


2.…)， 可 估计 | 7(z)d 的 模 ， 由 于 三 角形 序列 中 每 个 包含 


a» 
a] 


它 后 面 的 人 部 三 角 撒 ,而且 雄 一 0(n -> +o) 可 见 存在 着 


一 点 zo 属于 序列 中 所 有 三 角形 * ,又 因 f(z) 在 2 有 上 导数“z,)， 
所 以 任 给 se> 0, 可 找到 5>0, 使 得 当 zeG 并 且 上 一 z<5 时 ， 


A fn) —/f 《zn)i<e, 
z 一 也 


亦 即 1 
f(z)— fa)— (2— 30 20) < ez. (2.4) 


显然 ， 当 充分 大 时 ,入 "包含 在 |z 一 zd<6 所 确定 的 圆 盘 


”内 ,因此 当 zeA" 时 ，(2.4) 成 立 ， 而 且 这 时 一 < -地 ， 从 而 


If {2)—f (a0) (2-20) 《zjl< 雹 和 


其 次 , 由 于 | 红 =0， | zz 一 0( 第 工段 例 1)， 我 们 有 
A | 


人 


| f(z)dz= | ， fe) -ay 加 | 


全 证 法 与 数学 分 析 中 闭 矩 形 套 定 理 相仿 . 
S37 


于 是 当 充分 大 时 ， 


| fe = | zo) dz 
Pa ul 
U U U2 
各 


去 pi ， {2.5) 


比较 (2.3) 及 (2.5), 我 们 有 


M U? 


或 即 
MM <a, 
由 于 e 可 取 为 任意 正 数 , 可 见 M =0. 
(2) C 为 一 多 角形 的 周 界 P 用 对 5 
角 线 把 以 P 为 周 界 的 多 角形 分 成 几 个 三 
角形 (图 14)”， 就 可 把 沿 P 的 积分 表 为 
沙 这 些 三 角形 周 界 的 积分 之 和 | 4 


jew-| +| | 1 .8 
P ABCA ACDA ADEA “ 


图 14 
因为 这 时 在 每 一 条 对 角 线 上 ， 积 分 沿 彼 此 相反 的 方向 取 了 两 次 ， 
所 以 恰好 相互 抵消 ， 于 是 由 (1 ) 中 三 角形 周 界 情况 ,可 得 


| f(z}dz=0. (2.6}) 


引 理 2.1 证 完 . 
设 己 是 部 中 任 一 条 闭合 折线 ， 其 各 段 可 能 彼此 相交 ， 由 (2 ) 
中 多 角形 的 周 界 的 情况 ， 这 时 仍然 有 (2.6). 


1 考 看 出 库 才 维 奇 鞭 ， 黄 正中 等 译 ， 解 折 亲 数论 、140…- 142 页; 高 等 教育 出 版 社 ， 
1957 年 版 . 1 
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现在 引进 不 定 积分 或 原 函 数 的 定义 . 设 ffz) 及 D(z) 是 区 域 
DD 内 确定 的 函数 ,中 (z) 是 万 内 的 解析 函数 ， 并 且 在 五 内 有 @ 《z) 
= f(z)， 那 么 函数 中 (z ) 称 为 f(z) 在 区 域 D 内 的 一 个 不 定 积分 或 
原 函 数 ; 除去 可 能 相差 一 个 常数 外 ， 原 函数 是 唯一 确定 的 ， 这 就 
是 党 了 (z) 的 任意 两 个 不 定 积分 或 原 函 数 的 差 是 一 常数 . 事实 上 ， 
设 (2z) 及 F(z) 都 是 f{z) 在 DD 内 的 原 隔 数 ， 我 们 有 

[D(z)— F(z)] =w 42)=0, 
在 这 里 w(z)=@(z) 一 F(z). 于 是 根据 第 二 章 习 题 二 第 3 题 ， 可 
见 在 六 内 ， 

wtz)= 多 

亦 即 山 (z)= F(z)+ es 这 里 ax 是 一 常数 ， 


设 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ， 那么 是 否 可 以 断言 f(z) 在 DD 内 有 
原 函 数 ? 对 于 某 些 区 域 D, 例如 凸 区 域 D, 这 一 问题 的 答案 是 肯定 
的 . 所 谓 凸 区 域 D 就 是 满足 下 列 条 忻 的 区 域 : 连接 D 中 任意 两 
点 的 线段 也 包含 在 DP 内， 这 就 是 说 ， 

Ve eD, vh eD=> {(1— at tplield,1l)}cD. 

我 们 有 : 

引 理 2.2 设 Fz) 是 在 凸 区 域 六 内 的 解析 函数 ， 那 么 f(z) 在 
D 内 有 原 函 数 . 

证 取 定 ee. 任 到 ze, 那么 连接 wx 及 = 的 线段 必然 包含 
在 号 内 . 令 


] 
ro-| f[(1— at tzldi, 


记 作 | f (Cac. 于 是 F(z ) 是 在 DD 内 确定 的 一 个 函数 . 


现 证 明了 是 了 在 DD 内 的 一 个 原 函 数 . 取 ze ,那么 连接 z 
及 z 的 线段 也 包含 在 D 内 . 考 虚 顶点 是 x, 及 z 的 三 角形 ， 由 
引 [ 理 2.1， 
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Es zp 工 
meee | /oa-| | fed , 
立 . 名 wii 


其 中 : 1 
| re-| 了 [CE- ze+ 121di. 


由 上 段 例 1， 
FF(5)— F(z)— (2-2) (0)= 『 VC) ~ Fz). 


由 于 了 f(z) 在 2 连续 ,Yas>0， 习 6>0, 使 得 

V2 et{zle—za<5}N D, Js)— F(z) <s. 
于 是 

,F(z}— F(z)- (2—) (5 )= 0(lz— 1) (> 0), 
从 而 3F 《zi)= A(%》. 证 完 . 

知 果 在 某 一 区 城内 连续 的 复 变 函 数 有 原 函数 ， 那么 它 灌 这 区 
赴 册 由 线 的 积分 可 以 用 原 国 数 计 算出 来， 与 实 变 函数 积分 的 情形 
相 类 位 : 

引 理 了 .3 设 /f(z) 是 在 区 域 p 内 的 连续 耳 数 ,并且 在 D 内 有 
原 函 数 F(z)， 如 果 ax 及 有 ED， 并 且 C 是 了 内 连接 a 及 8 的 一 一 条 
曲线 * ， 那 么 


| flz)d = FB)— Fm).. (2,7) 


从 这 引 理 可 以 看 出 ， 上 列 积分 的 值 只 与 曲线 C 的 起 点 和 终 扎 
有 有关、 而 与 由 线 C 本身 无 关 ， 

证 如 凡 曲 线 C 厦 光 滑 曲 线 z=z(1) tas1sg6)， z{a) =u, 
zt)= 那么 由 (1.4 9， 


了 参看 第 一 前 第 5 由 中 的 寺 定 . 
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Ee 
| -| F ‘(z(t))z ta 


因为 -PFCz(D)= 下 《zt1))z 《1)， 并且 因 为 微 积 分 基本 定理 
对 实 变数 揽 数值 函数 显然 成 立 ， 所 以 


| f(z2)° | = F(zb)) -F(za)) 
© ao 


=(p)— Fx). 
如 果 曲 线 C 是 -条 分 段 光滑 曲线 ， 那么 把 积分 分 成 儿 段 计算 ， 
然后 求 和 ， 仍 然 可 以 得 到 人 {2.7). 
复 变 图 数 的 曲线 积分 以 及 各 种 形式 的 柯 西 定 理 可 以 推广 到 
较为 一 般 的 曲线 情形 . 
3. 柯 西 定理 现在 可 以 证 明 柯 西 定理 ， 它 是 下 列 定 理 中 的 第 
-部 分 . 
定理 3.1 设 f(z) 是 单 连通 区 域 D 内 的 解析 函数 . 
(1) 设 C 是 DD 内 任 一 条 简单 闭 曲 线 ， 那么 


| f(z)dz=0, - 3.1) 
在 这 里 沿 C 的 积分 是 按 反 时 针 方 向 取 的 7. 

(2) 设 已 是 在 D 内 连接 :及 z 两 点 的 任 一 条 简单 沿线 ， 那 
么 沿 C 从 二 到 = 的 积分 的 值 只 有 z 及 z 所 决定 ， 而 不 依赖 于 曲 
线 C; 这 积分 也 可 记 作 

| ft) dt. 
证 鞠 证 {1). 在 C 上 任 取 一 点 ,可 以 作出 圆 夫 kK,={sz 上 此 
人 在 这 申 按 顺 寺 针 方 向 取 积 分 . 结果 也 是 - - 样 . 
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-51<66}c D(66> 0)、 因 圆 是 是 四 区 域 . 由 引 理 2.2.f(z) 在 K。 
内 有 愿 函数 Ez)， 

由 于 C 是 一 个 紧 集 ， 可 以 找到 有 限 个 圆 盘 村 盖 C; 把 它们 按 
反 时 针 方 向 依次 排列 为 天 天， …， 兵 并 且 用 忆 Ifz )，(z)， 
Fi1(z) 表 示 .六 2) 在 这 些 税 盘 中 的 原 函 数 ， 取 和 ec 门 Ki， 
GEeCN EN Kb=C Kf Ky bEC (NY Kk 
Kb eC Kl 人 门 民 ;这 里 4 … ,如 ,是 在 C 上 依 序 按 
友 时 针 方 向 取 的 . 于 是 由 引 理 2,3, 我 们 有 


| f(z)dz= > fd 
C | 


= [Eee 一 EC 人 二 一 一 
这 里 |,、 夫 示 沿 C 从 到 总 的 弧 上 的 积分 . 用 人 
K+ 


tL 
从 刀 到 ,| 的 线段 上 的 积分 ,又 由 引 理 2.3, 有 
| ee- Y | fd. 


Kl teri 


因为 Bari (天 = 1:2;…, 1) 构成 D 中 一 条 闭合 折线 ， 所 以 由 引 理 
2.1 后 面 的 说 明 ， 我们 立即 得 到 (3.1) 
现 证 (2). 设 C 是 万 内 连接 z 及 z 两 点 的 另 一 条 简单 曲线 . 
同 (1 ) 的 证 明 ， 可 在 刀 内 作出 连接 五 及 = 并 与 C 及 Ci 分 别 内 按 
的 两 条 折线 C "及 C' ,使 得 
| fat= | _f (Oa, | rg- | fd. 
Cc 机 el ci 


由 引 理 2.1 后 面 的 说 明 ， 


| ou- | me . 
c cl 
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于 是 (2) 得 证 : 

定理 3.1(1 ) 也 可 叙述 为 : 

定理 3.1 ′ 设 忆 是 一 条 简单 闭 曲 线 . 设 f(z) 在 以 C 为 边 
界 的 有 界 闭 区 域 上 解析 ， 那 么 我 们 有 (3. 1). 

应 用 定理 3.1(2)， 可 以 把 引 理 2.2 推广 为 : 

定理 3.2 设 />) 是 在 单 连通 区 域 D 内 的 解析 函数 ,那么 
f(z) 在 DD 内 有 原 获 数 . 

证 取 定 xeD. 任 取 zeD. 由 定理 3.1(2 )， 


ro-| fa 
是 在 记 内 确定 的 一 个 阔 数 ， 取 zeD; 并 取 zeD 与 2 充分 接近 .把 
ra -| rew-| fs ) ade 


中 两 个 积分 看 作 是 沿 两 条 简单 曲线 取 的 ， 而 其 中 一 条 曲线 是 另 一 
条 曲线 与 连接 > 及 z 的 线段 的 并 集 ， 于 是 有 


| EF) , 
臣 
这 里 积分 是 祝 有 及 z 的 联 线 取 的 . 与 引 理 2.2 的 证 明 中 一 样 ， 可 
得 习 F《z,)=f(z0) .证 完 ， | 

结合 定理 3,2 及 引 理 2.3, 可 以 见 到 可 用 原 消 数 求 解析 函数 
的 积分 ， 但 是 应 当 注 意 到 只 是 对 单 连通 区 域 证 明了 这 一 结果 . 

例 1 设 忆 是 不 含 x 的 一 个 单 连通 区 域 ， 并 且 3 及 > seD, 那么 


必 -1 [1 
人 1—m | (z—a)"-! (zay | 
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其 中 产 是 不 簿 于 1 的 夭 数 ， 另外， 还 设 在 复 平面 上 沿 从 & 出 
发 的 任何 射线 割 开 而 得 的 区 域内 ， 我 们 有 


| = ln(z— ax}— lin(z0— x ), 


其 中 对 数 应 了 解 为 Ln(z 一 2 ) 在 D 内 的 -个 解析 分 枝 在 z 及 亏 的 
和 值 ， 以 上 两 积分 都 是 沿 在 p 内 连接 z 及 z 的 任 一条 简单 曲线 取 
的 ， 

柯 西 定理 3.1 可 以 直接 推广 到 多 连通 区 域 的 情形 . 设 有 n+ 1 
条 简单 闭 曲 线 Cu CC 曲线 CC 中 每 一 条 都 在 其 余 
曲线 的 外 区 域内 ， 而且 所 有 这 些 曲 线 都 在 Cu 的 内 区 域内 ，C, 以 
及 C,,…,C, 围 成 一 个 有 界 多 连通 区 域 D, D 及 其 边界 构成 一 个 
闲 区 域 万 . 设 f(z) 在 BD 上 解析 ， 那 么 令 C 表示 DD 的 金 部 边界 ， 我 
们 有 


| ro-o， an 


在 这 里 积分 是 沿 C 接 关于 区 域 已 
的 正 向 取 的 .这 就 是 说 ,应 Co 
按 反 时 币 方 向 ， 沿 Cj, …, C, 按 
顺 有 时 针 方 向 取 积 分 ， 亦 即 当 点 洛 
着 C 按 所 选 定 到 积分 的 方向 和 运 
动 时 ， 区域 D 总 在 它 的 左 侧 (图 
15). 为 了 表明 求 积分 的 方向 ， 
我 们 可 把 (3; 1 ) 写 成 图 15 


| ee teat | roar + | Tlz)dz=0. (3.2) 
c c co 


以 后 我 们 写 出 的 沿 区 域 边界 的 积分 ， 除了 特别 声明 外 ， 都 是 
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按 关于 区 域 的 正 向 取 的 . 1 

为 了 证 明 (3.2)， 把 Ci, C,,…C, 按照 轮换 的 次 序 用 在 D 上 
互 不 相交 的 补助 简单 曲线 连接 起 来 ， 这 些 曲线 上 除 了 端点 外 ， 其 他 
点 都 不 在 万 的 边界 上 .如 图 15, 我 们 崩 线 段 ab, cd of 把 Co 2 
,连接 起 来 ， 这 | 时 得 到 两 个 闭合 曲线 ? opifemdepba 及? ‘ 
con efm 4. 显然 


| /00-0. | f(z)dz=0. (3.3} 


把 这 两 等 式 相 加 ， 就 得 到 (3.,1) 及 (3.2)， 这 是 因为 在 (3.3) 中 ， 

沿 ab, cd 及 ef 上 相反 的 方 启 各 取 了 一 次 积分 ， 耐 这样 的 积分 在 

相 加 时 相互 抵 销 了 . 在 一 般 情况 下 ， 可 用 同样 的 方法 作出 证 明 、 
{3.2 ) 显 然 义 可 写成 


| ee=| eyder et | f(z }dz, (3.4) 
JC C] de 时 


这 里 有 关 积 分 都 是 沿 芭 时 针 方 向 取 的 ， 
以 后 我 们 写 出 的 治 简单 闭 同 线 的 积分 ， 除 特别 声明 外 ， 都 是 
按 反 时 针 方 向 取 的 . - 

”现在 考虑 在 多 连通 区 域内 的 不 定 积分 . 设 f(z) 在 一 个 多 连通 
区 域 以 图 16) 内 解析 .在 也 内 作 连 接 z, 及 z 的 简单 曲线 ; 在 茶 
两 条 这 样 的 曲线 所 围 的 闲 区 域 上 上 ， 太 =z) 可 能 不 解析 .这 时 不 能 应 
用 柯 西 定理 ， 而 f(z) 治 这 两 条 曲线 的 积分 司 能 不 相等 ， 假 定 这 两 
积分 确 不 相等 ， 那 么 函数 | 


r= | (3.5)} 
基 多 值 的 . 


可 是 当 z 属于 包含 在 Dp 内 的 某 -- 单 连通 区 域 4A 时, 取 曲 线 
如 下 : 从 亏 沿 -固定 的 篇 单 曲 线 到 A 内 一 点 ,然后 从 zi 丫 企 AA 
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内 任 一 条 简单 曲线 到 z, 褒 这 种 曲线 取 积 分 所 得 的 函数 F(z) 在 A 
内 解析 . 改变 从 2 到 2 的 曲线， 我 们 就 可 能 得 到 不 同 的 解析 函 
数 ;它们 是 F(z) 在 A 内 的 不 同 的 解析 分 枝 ， 


图 36 图 17 


例 2 在 回环 六 ; Rj<|zj< RO0<RI<R,<+%w}) 内 , f(z)= 
二 解析 ,在 姜 内 取 定 两 点 及 zi. 作 连 楼 及 z 的 两 条 简单 


曲线 人 17. 取 定 Argz 在 思 的 值 为 argz. 当 z 裕 避 ， 
从 5 连续 变动 到 z 时 ，z 的 辐 角 从 argzo 连续 变动 到 argz. 于 是 
当 z 丫 C, 从 有 连续 变动 到 z) 时 ， ?的 辐 角 从 arg2 连续 变动 到 
argzl 一 27 


现 求 二 沿 C 的 积分 . 令 【 = pe. 则 


d= edp+ ipe'do, 


| 树 -| | 0 
CI cy n Cy 


=Inlzl— lnlzd+i(argz — argz,) 
6 


=lnz)— lnz,. 
同样 求 得 
全 =1nz— lnzo— 27i., 


这 样 、 在 含 2 的 一 个 单 连通 区 域 A( 在 D 内 ) 内 ， 相 应 于 C， 


及 CC,, 多 值 冰 数 
-x 
ze- | 这 
0 
有 两 个 不 同 的 解析 分 枝 
| 竺 +| | 他 一 2 一 TDni 
Ck zl 31 


(天 = 1,2). 
相应 于 连接 ,及 z) 的 其 他 曲线 ,还 可 得 到 F(z) 在 D 内 的 其 他 解 
析 分 枝 ，F(z ) 就 是 对 数 邯 数 ， 


32. 柯 西 公 式 
4. 柯 西 公式 。 设 f(z) 在 以 加 CC :一 z= po 入 < po< 二 00) 为 


边界 的 闭 贺 盘 上 解析 ， 由 柯 西 定 理 ，f(z) 沿 CC 的 积分 为 等 ， 考 
虑 积分 


人 dz , (4.1) 
由 于 被 积 函 数 在 C 上 连续 ,积分 7 必然 存在 ; 但 因 22 在 上 


述 财 圆 盘 上 不 是 解析 的 ，7 的 值 不 一 定 为 零 ， 例 如 由 第 上 段 例 2， 
在 f(z) 三 上 时 ，7= 2ri ， 
现 考 虚 f(z ) 为 解析 防 数 情况 ， 作 以 z 为 心 . 以 pl0<p<po) 为 


《7 


半径 的 图 C. 由 (3.4)， 
| {| LD a. (4.2) 
c Cp“ 0 


-三 一式 
上 上 式 对 满足 0<p< po 的 任何 p 成立， 由 此 可 见 , -的 值 只 与 /六 z) 
在 亏 点 邻近 的 值 有 关 . 
与 第 1 股 中 全 2 一样 令 
一 一 Pen ， 


我 们 有 


-i f (z+ pe*) dag. 
0 


由 于 了 的 值 与 p 无 关 ， 出 了 (7z) 在 怒 的 连续 性 可 推测 到 [= 2xif (zo )， 
亦 即 | 


F200)= | A 
f (20)= -7 | Fg. (4.3) 


(4.3) 是 正确 的 ， 现 证 明和 如 下 ; 考 虞 (4.2) 丰 思 积 分 当 p 趋 近 
于 霉 时 的 情况 .我们 有 


| 二 sf] 注 -和 | A -fy {a} gy. (4.4) 
ch 2 


在 入 0 扳 到 0D) 全 和 
当 0<p<6,zeC, 时 , f(z) 一 f(zo)|<s. 于 是 
| AL ep 


od - 


工 
Cp 0 


因此 当 p 欧 近 于 0 时 ，{4.4) 的 右边 第 一 个 积分 趋 近 于 零 ， 由 第 1 
让 路 例 2,(4.4) 中 (zo) 的 系数 是 2xi. 由 此 结合 (4.2)， 就 立即 
得 到 (4.3). 
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更 一 般 地 ， 利 用 柯 西 定理 可 以 证 明 ， 对 于 在 某 些 有 界 团 区 域 上 
的 解析 函数 ， 它 在 区 域内 任 -- 点 所 取 的 值 可 用 它 在 边界 上 的 情 表 
人 和 它 表明 了 解析 隐 数 的 一 个 基本 
”性 质 . 这 -- 性 质 对 于 复 变 函数 理论 本 身 及 其 应 用 都 非常 重要 . 

尾 4.1 设 D 是 以 有 限 条 简单 闭 曲 
线 C( 几 18 中 C 为 CC 及 C; 所 组 成 ) 
为 边界 的 有 界 区 域 . 设 f{z) 在 D 及 人 
所 组 成 的 闭 区 域 六 上 解析 ,那么 在 呈 
内 任 一 点 z. 


ro- 击 | 7 de . (4.5) 
(4. 5 ) 称 为 柯 西 公式 . 
证 设 zeD. 显然 函数 /0 


图 18 


在 满足 teD ,5 关 2 的 点 5 处 解析 ， 
以 z 为 心 作 .一 包含 在 D 内 的 闲 圆 盘 ， 设 其 半 答 为 p, 边 兴 为 
圆 C,. 在 D 上 , 挖 去 以 C， 为 思 界 的 圆 盘 ,余下 的 点 集 是 一 闭 区 


三 万 .在 5。 上 ，: 的 函数 /CC) 以 及 也 解析， 根据 (3.4)， 


(£) (2) 
C 人 -| 名 他 : 3 4.6) 
在 这 是 藻 C 的 积分 是 按 关于 万 的 正 向 取 的 . 沿 C, 的 积分 是 按 反 
周 儿 方向 取 的 . 

结合 (4.6) 及 (4.3)， 我 们 立即 得 到 (4.5)， 

由 (4.5) 形 式 地 在 积分 号 下 求 导数 ， 可 推测 出 下 列 结果 ， 

定理 4.2 在 定理 4 1 的 假 没 玉 ， f{z) 在 P 内 有 任意 阶 导数 


f "(2z)= 5 | 元 -LS 人 de (a=1,2,.) (4.7) 
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这 定理 可 由 下 列 引 理 立 即 推出 ， 
引 理 4.1 设 y 是 一 曲线 ， 并且 设 v(t) 是 在 y 上 确定 的 连 
继 函 数 ， 那 么 
_| ve)a 
Po= | 12 0) (48) 
在 CG 一 y 内 解析 , 并 且 F,(z)=nF,|(z)， 
Filz) 称 为 柯 西 型 积分 . 在 解析 函数 边 值 问题 的 研究 中 要 用 
到 它 . 
证 现 对 F(z) 作 证 明 . 先 证 Ri(z) 在 它 一 y 内 连续 . VY zo eG 
一 小 选取 5> 0, 使 得 {z|lz-z<5) 门 7=9 - 取 ze {zllz-z<572), 
那么 YEey ,上 一 z|>5 六 ,从 而 


ple dt 
Fiz)— Fn) = (2 -| TE 49) 


满足 
F(z2)— F(a) gE— A ML, (4.10) 


其 中 对 = maxfletejllzrey} 上 是 曲线 ) 的 长 .于 是 天 (2 在 只 鸭 
eG 一 7) 连续， 从 而 在 GC 一 y 内 连续 . 

再 证 F(z) 在 vz eC-~y 有 导数 . 由 (4. 9), 当 ze 人 一 ”并 
且 z 关 20 有 时 ， 


Fa 一 … 
CD he EN = (Ca (4.11) 
z—2 (6— Z(t ~ 20) 


在 F(z) 中 把 g(t ) 换 忒 在 y 上 连续 的 函数 p(5)At 一 z), 并 二 
应 用 严 {z) 在 连续 这 一 结果 ， 从 (4.11) 可 立即 推出 习 F(z,)= 
FXAz%0)， 于 是 对 于 下 (z )， 引 丙 得 证 . 
名 7 不 一 定 是 亲 曲 线 ; 根据 第 一 牵 , 第 5 段 中 的 规定 ， 它 一 定 是 有 界 曲 线 . 
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设 引 理 对 某 一 己 _ (za>1) 成 立 , 现 证 它 对 瑟 (z) 也 成 立 , 
Yz0E CG 一》， 先 证 F(z ) 在 z, 连续 . ¥ ze6 一 ,我 们 有 


_ 一 p(t dt 加 Pe) de 
F(z) eco=| (二 zj) ， (Coy | 


va 
十 {2 一 加 | Czy) (4.12) 
在 FF.i(z) 中 把 p(t ) 换 成 p()AL 一 z0)， 并 且 应 用 F(z) 在 
连续 这 一 假设 ， 可 见 当 = 一 z, 时 ，(4,12) 右 边 方 括号 中 的 项 一 0. 
设 芭 -到 <52. 与 (4.10) 类 似 ,对 于 (4.12) 右 边 方 括号 以 外 的 项 ， 
我 们 有 


p(t jdt 2 
， (CC—276—) < | ee 


于 是 得 到 当 z 一 2 时 ，F(z) -天 (za 一 0; 即 请 (z) 在 zw 连续 ， 
从 而 在 一 y 内 连续 . 


皇 证 丘 (z) 在 vzoeG 一 y 有 导数 . 由 (4.12), 当 ze 人 Sy, 
并 且 z 关 有 时 ， 


(z~ z0) ML, 


五 (3) 一 已 (20) _ Pd pe ae 
2 一 2 (Ez) Ca) i z0) (208 
oa 
| Ca a) (4.13) 


由 所 设 ， 3 F(z0) 一 (一 1 JF (20), 并 且 五 (z) 在 20 连续 . 在 
二-1 (2) 及 F(z) 中 把 g(6) 换 成 g() 认 一 zo; 并 且 分 别 应 用 上 两 
假设 ,可 见 当 z 一 6 时 ,， (4.13) 中 包含 方 括号 的 -项 趋 近 于 


?1 


_ plE dE _ | 
(a ul Ca YC (~ DF lzo), 
另 一 项 趋 近 于 


OK 
| (E—z (E20) Fri(20), 


雁 而 习 记 (20)=nF,4(20). 引 理 证 完 ， 

由 定理 4.2 可 以 证 明 : 

系 4.1 设 函 数 /(z) 在 区 域 D 内 解析 ， 那 么 /(z) 在 记 内 有 
任意 阶 导 数 . | 1 

证 习 设 是 号 内 任 一 点 ， 作 一 个 以 久 1 为 心 ,并 且 完 全 在 如 内 
的 闭 圆 黄 ， 对 这 闭 贺 航 应 用 定理 4.2, 可见 f(z) 在 z 有 任意 阶 

”在 数 党 分析 中 ,我们 知道 在 -一 个 区 间 内 有 导数 的 实 变 钞 数 

f(x ) 在 这 区 间 内 不 一 定 有 二 阶 导 数 ， 但 在 一 个 区 域内 的 解析 国 数 
若 具 有 系 4.1 所 表述 的 性 质 ， 这 性质 是 由 柯 西 公式 证 明 的 ， 复 
变 畏 数 在 一 区 域内 有 导数 是 很 烛 的 条 件 ， 由 它 可 过 步 推 出 柯 西 
~ 和 歼 曼 条 件 . 柯 西 定理 .和 柯 西 公式 及 解析 国 数 有 任意 阶 导 数 ， 

现在 把 定理 4.2 应 用 到 本 有 段 开始 时 讨论 的 情形 ， 设 f(z) 在 
以 Cz 一 = pd0<po< + o0 ) 为 边界 的 闭 圆 盘 上 上 解析， 那么 

! 


f(z,)= 若 | Te (n=0,.1,2,.;0!=1), 
Cp “0 


(4.14) 
其 中 人 是 疯 | 一 也 一 plO<pE pon), 
邻 . | | 
M{p)=max (zs MO< ps po). (4.15) 
[He 


ih(i4.14 ) 及 (4.15 得- 
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Fz) 如 * MP) * 2np=n1* 区 
全 02 =1). 
了 于 是 我 们 有 下 列 定 理 
定理 4.3 设 f(z) 在 以 CC: jz z= po(0 达 po 万 + 0 ) 为 边界 
的 闭 圆 盘 上 解析 ， 那 么 
J (a) a < 外， < 2 (n=0, 1,2,.. 
其 中 对 (p ) 是 由 (4. 15) 现 定 的 Op po 
(4. 16) 称 为 柯 西 不 等 式 ， 这 会. 入 时 在 定理 4. 3 的 条 件 


Te 


,01=1), (4.16) 


的 最 大 值 来 信 计 (0 < < po). 

如 果 了 f(z) 在 G 上 和 解析， 那么 它 就 称 为 一 个 整 函 数 . 和 例如 多 
项 式 ，e, sinz 及 cosz 都 是 整 函 数 ， 出 定理 4.3 可 这 推出 下 列 重 
要 前 剂 维尔 定理 : . 

定理 4.4 有 界 整 函 数 一 定 司 等 于 常数 . 

证 /(z) 是 有 界 闽 哆 数 , 即 3 el0.+o 使 得 Yzeg&， 
i)< MM., Yaoes, yp e(0, + zc ) 2z) 在 [z 用 一 zl 过 pi 二 解析 . 
由 (4.16),17 和 a0) 各 /Pp, 邻 p > 十 0; 可 罗 Vz EG, 260)=0， 
从 而 f(z) 在 ft 上午 等 于 常数 ,证 完 . 

5. 莫 勒 拉 定 理 .应 用 解 怕 国 数 有 任意 阶 导数 ， 可 以 证 明 栖 西 
定 开 的 赣 定 理 ， 即 莫 勤 拉 定 理 : 

定理 5.1 如 果 函 数 亲 z ) 在 单 连 通 区 域 D 内 连续 ， 并 且 对 于 
内 的 任 一 条 简单 闭 曲 线 忆 , 我们 有 


| fad=0, ， (5.1) 


那么 f(z) 在 DP 内 解析 . 
证 YYz,ED, 作 以 = 为 心 的 六 和 盟 K cc D. 在册 区 域内 , f(z) 
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连续 ， 并 且 对 于 天 内 任 一 三 角形 的 周 界 C,(5.1) 成 立 . 完全 按 
有 照 引 理 2.2 的 证 法 ， 可 以 证 明 f(z) 在 KK 内 有 原 函 数 F(z)， 即 习 
所 《2)=f(z). 于 是 F(z) 在 内 解析 ， 由 系 4.1,7(z) 在 KK 内 ,在 
z 解析 .由 于 z 的 任意 性 , 证 完 ， 

从 以 上 证 明 可 以 看 出 ,在 定理 5.1 中 , 美 于 (5.1)， 可 以 只 设 
它 对 于 D 内 枉 一 三 角形 的 周 界 C 成 立 . 


“$3 .同调 及 同 伦 形式 的 柯 西 定理 


6. 链 与 著 链 ， 指标 在 本 节 中 ， 我 们 讲述 同调 及 同 伦 形 式 
的 柯 西 定理 ， 在 不 作 特 别 说 明 时 ， 仍 把 曲线 了 解 为 光滑 曲线 或 分 
段 光滑 曲线 ， 但 一 般 不 设 曲线 是 简单 的 ， 沿 它 的 积分 的 定义 ， 还 
是 与 第 三 章 ，$1 中 一 样 . 现 先 引进 与 曲线 有 关 的 一 些 概 念 . 

设 曲线 Cc 区 域 DcC. 设 了 (lz) 在 DD 内 解析 ,把 忆 分 划 成 
彼此 相 衔 楼 的 曲线 C, C,，…, CC ,那么 就 有 


| /ew f(z)dz+| f(z)dz | flz)dz, (6.1) 
万 Cy 


Cc] Cc 
我 们 把 C 的 上 述 分 划 写 成 “形式 和 ” 
C=C+C+…+C, (6.2) 


当 C Cas… ,CC 是 DD 中 的 曲线 ， 而 不 一 定 构成 某 一 曲线 的 
分 划 时 ， 也 可 考虑 它们 的 形式 和 (6.2)， 这 时 把 C 称 为 D 内 的 
一 条 链 ， 如 时 Ci, CC, 是 闭 曲 线 ， 那 么 就 称 C 为 万 内 的 一 条 
前 链 ， 一 条 闭 曲线 可 以 大作 闭 链 的 特例 . DD 内 解析 函数 在 链 或 并 
话 G 上 的 积分 定义 为 (6.1). 

我 们 约定 ， 当 CA(K= 1, 2,…,#) 由 z=z(1) (ela, ) 给 出 


了 时， 那么 | f(z)dz 表示 从 z, (a) 到 2 积分 而 | f(z)dz 


-| f(z dz , 则 表示 从 z, {上 5) 到 zfa) 的 积分 . 
Ck 
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现在 定义 半 链 或 闲 曲线 关于 一 点 的 指标 .在 闲 曲线 情形 ， 它 
是 曲线 围绕 该 点 旋转 的 圈 数 、 误 C 旦 二 阶 甸 或 闲 曲线 ， 设 zeC 
一 C, 积分 ~ 

1 dt 


rr J -2 (6.3) 
称 为 C 关 于 z 的 指标 , 记 作 1(z); 当 C 化 为 一 点 时 ， 取 J(z) 
=0. 显 然 T(2)= 一 1 (2). 


旨 标 有 下 列 性 质 : 
定理 6.1 在 上 述 定义 中 ,1.(z) 取 整数 值 *, 在 它 - CC 中 每 
个 区 域内 ，I(z) 取 整 常 数值 ”， 而 在 其 中 每 个 无 界 区 域内 ，I.(z) 
证 ”如果 闭 链 C 可 表示 为 形式 和 (6.2) 式 ， 共 中 C 是 闭 曲线 ， 
那么 由 (6.1) 式 , VYze -人 


I (2)= 7 1 (2). (6.4) 
k=} 


可 见 只 需 对 闭 曲线 的 情形 作出 证 明 . 

设 C 是 闲 曲线， 由 于 -的 原 函数 是 La (5 一 z) 的 解析 
分 枝 ，(6.3 ) 中 的 积分 等 二 Ln(t 一 z) 的 两 个 解析 分 枝 在 C 上 同一 
点 的 差 ， 即 为 2xi 的 整数 倍 ， 从 而 1.(z) 取 整数 值 

对 于 z 及 zz 二 AzeCE 一己 ,我 们 有 

__ 1 _ Az 
T(z+ Az)— f(z)= Tr | (a AI dz. 
于 是 当 Az 一 0 时 , 严 (z+Az- (> 0, 即 并 (z) 在 Sc 
中 任 -- 点 着 续 ， 从 而 在 共 中 每 个 区 域内 取 整 常数 值 . 
由 于 C 是 厂 界 的 ， 由 (6.3)， 当 |z| 完 分 大 时 ，|/.=)i<1, 从 


1 出 可 能 可 二 . 


而 在 蕊 一 中 每 个 无 界 区 束 内 ,大 0(z) 为 零 . 证 完 . 
7. 同调 形式 的 柯 廿 定理 ” 设 闭 链 CI 及 Ce 区 瑾 DcS. 如 
条 中 zeER 一 也 ， 
10 (2)= 1 (2), 


那么 我 们 说 Co 及 -CC 在 DD 内 问 调 ， 如 玉 Yze& 一 D, T(z)=0， 
那么 我 们 说 C, 在 内 与 零 局 调 - 

由 (6.4)， 如 果 闭 链 C 及 C， 在 区 域 D 内 同调 ， 那 么 C, 一 
在 DD 内 与 零 同 调 . 

不 难看 出 ， 单 连通 区 域内 任 一 条 简单 六 曲线 与 零 同调 . 禁 西 
定理 可 推广 成 下 列 间 调 形式 : 

定理 7.1 设 f(z ) 在 区 域 DP 内 解析 . 设 闭 链 CC 及 CI 在 六 内 
僻 调 ， 那 么 


Je | you (7.1) 
特别 ， 如 果 闭 链 < 站 Dp 内 与 同调 ， 那么 
oe z (7.2) 
而 有 YzeD-C,, 
fz) I -二 | 1 La (7.3) 


(7.3) 是 柯 西 公 : 式 的 同调 形式 . 为 了 证 明 这 定理 ， 我 们 先 证 
明 两 个 引 理 .TY 
引 理 ,1 如 果 /z) 在 以 入 为 周 界 的 闭 三 角形 上 连续 ， 并且 


在 这 闭 三 角形 上 除去 一 点 & 外 解析 ， 那 么 
| flz)dr=0. (7.4) 


总 


证 如 图 19, 2 或 者 在 八 上 . 或 者 在 三 角形 内 部 . 作 以 = 为 
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图 19 
心 `. 以 了 为 半径 的 小 圆 ， 它 与 财 三 角形 的 交集 设 为 瑟 ， 
在 第 一 种 情形 ， 用 和 ;表示 入 除去 作为 B, 的 线段 边界 部 分 而 
得 的 折线 . 这 竺 由 条 西 定理 ， 


Sot | Fen 


f(z)dz= -| fz) dz. 
Ap Br 


用 M 表示 上 F(z 在 内 二 角形 二 的 上 界 ， 我 们 有 


| f{z)dz 


即 


SM nr-=0(r-r 0). 


因此 
| /w= ~ lim | /0-0 
A "> 有 . 
在 第 二 种 情形 ， 由 柯 西 定理 


| rw- | flz)dz, 


于 是 同样 可 证 明 (7.4) . 
引 理 7.2 如 果 f(z) 六 区域 D 内 解析 , 而 且 g{z,i) 在 DxD 
二 {(z,)|zeD, EeD} 内 定义 为 
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一 六 
8 一 | 4 一 
fF ‘(2), (C= 2), 
那么 、g{z; 在 DP x DD 内 连续 . 
证 在 点 (z0, bo)e DxD {zo 二 to)，g (z,5) 显 然 连 续 ， 考 虚 
(zo,z0) EeD xD, 在 DD 内 作 加 心 为 zj, 半径 为 的 圆 盘 ， 并 日 在 这 贺 
盘 内 任 取 不 坷 的 两 点 z 及 局 


8 人 2 二 ov ) 一 —/ 《z 人 ea ， 


(7.5) 


其 中 区 表示 从 z 到 的 线段 .因此 
lg 人 ， ¢)— 8 (20+20)| < sup 基 ‘{w}—f 2z,)|, 
另 一 方面 
g {2,2)— g(a0 30) 一 广 人 zz) 一 厂 《2 
于 是 当 + 一 0 时 亦 即 雪 (z，“) 一 (z0, 加) 时 ， gz tr sz 人) 
证 完 ， 
定理 7.1 的 证 和 令 


5 | ce， ed {zeD), (7.6) 
(2 )= 

1 (LC) 一 ， 

Fn] | 2 de {zeD), (7.6 ') 


其 中 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ， 闭 链 C 在 五 内 与 零 同 调 ，g (zt 
由 (7.5) 定 闵 ， 我 们 恬 证 骨 以 z) 是 整 函 数 ， 并 且 恒 等 于 零 . 由 此 
根据 (7,6)，Yz e DD- 


i RR -_L fe) 
7 记 | it-—z 2ri | 一 &. 


从 曾 (7.3) 忒 立 ， 
28 


h(z) 是 整 避 数 的 证 湖 如 下 : 
1)&(z) 在 @ 一 (DP 9D) 内 解析 由 (7.6 人 及 引 理 4.1 
就 可 看 出 这 一 点 . 

2) Hz 和 在 五 内 解析 对 于 DD 内 任 -- 紧 集 K,g(z, 在 Kx Co 
= {(z,C)lz eK,YeC} 上 连续 ， 从 而 一 致 连续 .与 实 变 函 数 积分 
情形 类 位 ，h (z) 在 DD 内 任 一 紧 集 下 上 连续 ， 从 而 在 PD 内 连续 ， 

: 现 应 用 莫 勒 拉 定 理 $,1 及 这 定理 后 面 的 说 明 ， 海 处 D 内 任 一 
三 角形 的 周 界 入 . 由 (7.6)， 及 g tz,) 的 一 致 过 续 性 ， 我 们 有 


zn [ca | «| sDa-| «|#(e Da, 
人 Ea oh . co A 


取 定 teC。, 在 以 作为 思 界 的 闭 三 角形 上 ，g (z, £) 迷 续 ， 并 日 可 
能 除去 5 外 解析 ， 于 是 由 引 理 7. 1 立即 得 到 


| hlz )dz=0. (7.7) 
A 


2) 得 证 ， 

3)h(z) 在 8 D 上 解析  Yz,e8D, 可 以 作 以 zj 为 心 的 一 
个 画 盘 天 , ,使 得 天 人 站 C。= .于 是 由 定理 6.1， 在 Ki 内 , Tc (z) 
是 常数 . 已 知 闭 链 C, 在 DD 内 同调 于 零 ， 因此 当 z ek 站 (8 一 D) 
( 关 人 W) 时 ，1o,(z)=0, 从 而 Yzek, 1 (z)=0. 从 而 Yzek， 
hz ) 可 统一 用 (7.6 人 表示 出 来 . 又 由 3| 理 4.1,(z) 在 z, 及 iD. 上 解析 , 

由 1) 一 3 )，h(z) 是 整 葬 数 得 证 ， 

现 应 用 刘 维尔 定理 4.4 证 明 A(2)== 0. 取 >0, 使 得 到 
二 {dlzi > ro 满足 EE 门 Co= 作 .由 定理 6.1, Yze EE， 


oa- 二 | 这 
co 


2ni te—z 、 
因此 由 (7.6) 及 (7.6 个 对 于 zeE,, Jz) 可 以 用 (7,6 表示 出 来 . 
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电 比 可 得 lim hz )=0; 从 这 六 (z) 有 界 凑 且 恒 等 于 零 ,，(7.3) 证 完 . 
(7.2) 可 由 (7.3) 导 出 选 出 we D 一 C,, 并 且 令 F(z)=(z 一 x) 
f(z). 十 是 由 (7.3) 太 Fla) =0 就 可 推出 (7.2): 


| /oe | 2 0 dz=2riF(s) 1 («)=0. 
co Co” 

为 了 证 明 (7.1 )， 只 须 注意 到 : 如 果 闭 链 C。 及 C 在 万 内 同 
岗 ， 那 么 闭 链 C6 一 C= Co+( -Ci) 在 忆 内 与 零 局 调 ， 于 是 应 
用 (7.2) 就 可 推 由 (7.1). 

8. 同 伦 形式 的 柯 西 定理 ”我 们 往往 要 考虑 可 以 相互 连续 变形 
的 曲线 .在 下 面 就 连续 曲线 引进 一 个 明确 的 定义 时 ， 暂 时 不 遭 循 
第 … 齐 ， 第 4 节 中 基于 曲线 的 某 些 约定 . 

已 给 在 区 域 已 内 有 相同 端点 的 两 条 连续 看 线 Co go 及 Ci: 
z 二 #1(1), 其 中 0g 1 1 如果 存 在 着 在 10, 1] x10,1] ={ (1,a011 
及 we [0,1]} 上 确定 ,在 DD 内 取 值 的 连续 国 数 5(1,w)， 使 得 

(00)=g (7) 6(1,1)=g(0); (8.1) 
vuel0.1,6(0,u)=g(0)=80), St1l,u)=g0(1)= 8 (1), 
那么 我 们 说 Co 到 CC 是 DD 内 有 相同 端点 的 同 伦 连续 曲线 ， 

设 C。 及 C1 是 DD 内 的 过 续 闭 曲 线 ， 如 果 存 在 著 在 10, 1] x 
[0, 1 上 确定 .在 DP 内皮 人 慎 的 连续 消 数 5{1, x)， 使 得 

6 (410) = goli), : $ {1,1)= g(r),; (8.2) 
yu=(0,1), 6 (0,4)=6(1,u), 
那么 我 们 说 Co 及 CC 是 D 内 的 同 伦 队 连 续 曲 线 、 特 别 。 如 果 感 数 
gi(1) = (常数 )， 那么 我 们 说 前 连续 玫 线 已 在 内 与 等 同 伦 . 

在 上 述 定义 中 . 取 定 ue[0, 有 日, z=6(1, uu) 表示 记 内 一 条 连 
续 曲线 C,; 它 或 者 与 连续 曲线 Co 及 C 有 相同 的 端点 ， 或 者 是 一 
条 财 连 续 曲 线 ， 直 观看 来 ， 当 ww 从 0 连续 变 到 工时、 这 条 连续 
曲线 从 Co 连续 变形 到 C. 

例 ! 设 C >=8( 门 及 CIz=800 所 长 1) 是 区 域 刀 内 
有 相间 端点 的 两 条 连续 曲线 . 设 在 [0,1] x10,1] 上 的 连续 国 数 
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8 区) 一 (一 ES 人 十 HI 
在 口内 取 值 ， 那么 C, 及 Ci 是 在 呈 内 有 相同 端点 的 问 伦 连续 曲 
线 . 
例 2 设 区 域 Dcizlizl RHO0<R<+ 00)，, 屠 么 C0 :z= Re™ 
及 Ci:z=R'ew(0<R 抑 R,te[0,1 是 D 内 的 连续 闭 曲线 . 
取 在 [0,1] x [0,1] 确定 .在 刀 内 取 值 的 连续 男 数 


6 (10) ={u RR +(—u)R)er, 


可 见 C, 及 C 是 在 五 内 同 伦 的 连续 闲 曲 线 ， 如 果 C， 人 
的 R 种 成 0 即 C 化 为 原点 ， 那 么 Cu 是 在 万 内 与 零 同 伦 的 
续 闭 曲线 . 

有 了 同 伦 概 念 ， 可 作出 单 连通 区 域 的 明确 的 定义 : 如 果 区 域 
D( c 5 ) 肉 任何 闭 连续 曲线 与 堆 同 伦 ， 那 么 区 域 D 称 为 单 连通 区 
域 . 

在 CE。 上 ,把 连续 闭 曲 线 与 零 同 伦 的 概念 扩充 到 无 穷 远 点 情 
形 ， 同 样 得 到 C。 上 单 连通 区 域 的 定义 . 
现在 我 们 先 益 明 光滑 或 分 段 光滑 六 曲线 同调 与 同 伦 的 关系 ， 

然后 由 同调 形式 的 柯 西 定理 导出 同 伦 形式 的 这 一 定理 光 请 或 分 

暴光 滑 曲 线 同 伦 ， 仍 采 岂 本 段 开始 时 关于 连续 曲线 同 伦 的 定义 . 
采用 前 面 的 记号 ， 现 在 C 及 C, 是 光 请 或 分 段 光 请 曲线 , 但 Yue 
(0,D，z=6f,a0 和 所 1I 委 1) 是 连续 曲线 ， 而 不 一 定 是 光 福 或 
分 段 光 斌 曲线， 

从 此 开始 ， 我 们 又 把 曲线 理解 为 光滑 或 分 段 光 请 曲线 . 

现 证 明 关 于 六 曲线 的 指标 的 一 个 引 理 : 

引 理 8.1 设 Co:z 一 go(1) 及 Ci:z=g(1)(0<1g<1) 是 8 
的 闭 曲 线 . 如 果 x eE, 并 且 Yie{0,1]， 


lg (7) — gat) < ~ got)l, {8.3) 


那么 J (x)=1 (0). 
证 由 (8.3), ge Co,aEC. 令 
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8 一 区 
S07 ge 
那么 由 (8.3), lg (1) 一 <1 .于 是 闲 曲线 C:zg (1) 在 不 含 0 的 
圆 盘 内 ， 从 而 


| 从 =0, 即 I-(0)=0, 
又 因 


gg&i) 人 


8 gD-—a gf) x 

所 以 了 (0)= 了 (0m) 一 10,(x)=0.31 理 得 证 . 

定理 8.1 设 闭 曲线 Co:z =go(l1) 与 Ci:z=gi(1) (0& tg 1) 
在 区 域 Dp 内 同 愉 , 那么 GC, 与 C 在 也 内 同调 . 如 果 CC 在 记 内 与 零 
同 伦 ， 那 么 它 在 D 内 与 以 同调 . 

从 定理 8.1 及 7.1 可 以 立即 得 到 同 伦 形式 的 柯 西 定理 : 

定理 8.2 设 f(z) 在 区 域 D 内 解析 . 设 闭 曲线 C, 及 CI 在 呈 
内 同 伦 ， 那 么 (7.1) 成 立 . 设 闭 曲线 Cu 在 刀 内 与 零 同 伦 ， 那么 
{7.2) 及 (7.3) 成 立 . 

定理 8.1 的 证 明 设 闵 曲线 Cu 与 C 在 DD 内 同 伦 ， 由 定义 ， 
存在 着 在 [0,1] x [0,1] 上 确定 .在 呈 内 取 值 的 连续 国 数 6 (1,4)， 
-使 得 (8.2) 成 立 . 


vmxe D. 由 于 [0,1]x[0,1] 是 紧 集 ,可见 {6{1u)0& 4 


xt 所 1} 也 是 紧 集 ,从 而 习 s> 0, 使 得 

ke—d0u)l>2e (Oat, uel). (8.4) 
因为 5 (1) 在 [0,H x 10,1] 上 一 致 连续 ， 所 以 存在 着 正 浆 数 nm， 
使 得 


村 (一 站 二 人 一 二 一 下 人 二 一 ). (8.5) 


确定 六 折线 Pi :=@ 人 三 有 有 过 上 1) ,其 中 


- 


由 (8.5) 及 (8.6)， 


天 
p00-a(e < | 


特别 , 取 万 =0 及 =n, 就 有 
[Ip — go pt) —g (<e (0 gts1). (8.8) 
由 (8.4) 及 (8.7)， 
[a~ p(t)>e (k=0,1, nn:0g1 1) (8.9) 


另 一 方面 ， 由 (8,5) 及 (8.6) 得 
lp tt) ~— ptr)|<s (K=0,1,.… ,nn:0&1&1) (8.10) 


由 (8.8)，{8.9) 及 (8.10)， 应 用 引 理 8.1 n+ 2 次 ， 可 见 其 于 
Co Po, Pi, Py …, P,,C) 之 中 每 一 条 闭 曲线 ,x 有 相同 的 指标 ， 
由 于 x 是 DD 外 任 一 点 ,Go 与 C, 在 DD 内 同调 当 Ci 化 为 一 点 时 ， 
Co 在 D 内 与 零 同 调 . 证 完 . 

定理 81 证 明了 在 一 区 域内 两 条 同 伦 的 闭 曲 线 也 是 同调 的 ， 
但 两 条 同调 的 闭 曲 线 却 不 一 定 同 伦 ， 例如 设 x 及 有 sCE. 在 区 域 卫 
= 一 {gq, 8 中 作 闲 曲线 Cu( 走 向 为 cdecpqehjeric ) 及 C, ,如 图 
20. 由 直观 看 出 ,I(x)==70(8)=0,1o {x)=1c (8)=0. 于 是 
Co 及 忆 在 DD 内 同调 . 但 它们 在 DD 内 不 同 伦 . 

由 此 可 见 ， 即 令 在 闭 曲 线 情形 ,定理 7.1 比 定理 8.2 适用 范 
团 更 广 . 


EE (k= 0, 1, NOtE1). (8.7) 
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图 20 


习 题 三 


1. 分 别 计算 说 着 (] ) 直 线段 ; (2) 单 位 圆 (lzl= 1 ) 的 堪 半圆; (3 ) 单 位 圆 的 
”而 半 加 的 下 列 积分 ; 


2.i| 算 积分 


在 这 里 工分 别 表 示 : (1) 单 位 加 ( 按 有 反 时 针 方 向 从 1 到 1 有 友 积分 }; (2) 从 2 
说 直 线段 到 z, . 
3. 设 歇 数 让 z) 当 |z 一 zo>mw00<m< 几时 十 连续 的 ， 令 Mr) 表示 F(z) 
在 上 一 zo=r> 克 上 的 最 大 值 ， 并 且 假 定 
lim rM(r)=0,， 


试 证 明 
lim | f(z)4z=0. 
tam ykr 
在 这 里 KK, 是 加 |z 一 zol=r. 
4. 如 果 满 足 上 题 中 条 件 的 隙 数 (z ) 还 在 |z 一 纪 >> 内 和 解析， 那么 对 任 
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何 r>nm ' 


flz qz=0. 
Ky 


| dz 
. 于 = 
Izl=2 ~ 


EE 提示 ] 利用 上 题 的 结果 ， 
6. 设 A(z) 及 g(z) 在 单 连 通 区 域 D 内 解析 , x 及 月 是 万 内 两 点 ， 证明 


5. 计算 积分 


让 8 
-| 了 “(zglz jdz (分 最 积分 公式 】, 


EE 


此 
| flz)e Mr)dz =f (7 Ytz ) 


在 这 里 从 & 到 的 积分 是 沿 号 内 连接 x 及 中 的 一 条 简单 曲线 取 的 ， 
7. 计算 积分 


dz 
wo| PS oo| In zdz ， 
c 7 2 


在 这 些 用 性 表示 单位 加 { 按 反 时 针 方 向 只 1 到 1 取 积 分 }， 而 被 积 阿 数 分 别 
取 为 按 下 列 各 值 决定 的 解析 分 枝 : (1) /AT =1 或 VT = 一 1; (2)In]1=0 
或 lnl = 2ri 

8. 如 果 积 分 路 线 不 经 过 点 土 i, 那么 


Hz 和 光 - 
4 一 下 + {x= 人 0, 二 上 人 
5. 证 明 : 
(1) | (二 地 jdz[ 和 2,C 为 联 -到 /的 线段 ; 
c - 


ol| ti wl T; 记 为 右 半 单位 较 1z|= 1 Rez 0; 
了 、 


ol||[ 竹 |<2.C 为 联 i 到 i+1 的 线 肢 . 


10. 设 fz) 在 原点 的 分 域内 连续 ,那么 
85 


lim ,| f (re? jd0= 2nf (0). 


11. 计算 积分 
(1} ge; 2 A ; 
wu ' 中 2 十 2 
dz . Zi 
3) Ht +2 “ (4) =] (2z 二 1 其 2 一 2) 
12. 证 明 


Ea i 125 长 
nl 2ri | me 


住 这 里 CC 是 围绕 原点 的 一 条 简单 阿 曲 线 . 


13, 设 
3o2+7z+1 
f(z)= A ， 
区 = 了 一 = 
求 f 《1+ 站 )， 
14. 道 过 计算 
2n 
j++ 对 
J lal Zz Ee 
证 明 
2r 
1 $Y 5...(0n— 1) 
| seam 2x A 


15. 如 果 在 jz| 1 内, f(z) 解析， 并 且 
Vlas 于 = 
证 明 
yt (Lt 二 <etnt+l)(n=],2,...)., 
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[ 提示 ] 考虑 了 (z ) 在 = 二 上 的 积分 . 
16. 如 果 .Ffz) 在 上 一 z 友 > 而 内 解析 ， 并 且 lim zf (z)= 4, 那么 对 任何 正 


数 r>m， 


二 | az= A 
在 这 里 .是 贺 |z 一 zo =+, 积分 晨 按 反 时 针 方 向 取 的 ， 
本 题 是 基于 含 无 穷 远 点 的 区 域 的 柯 西 定 理 ， 
17. 如 果 国 数 Flz ) 在 简单 闪 曲 线 C 的 外 区 咸 呈 内 及 马上 每 一 点 解析 .并 县 
lm f{z)= &, 
那么 机 
二 | /0) = 人 ( 当 zeD 时 )， 
人 ” 4。 ( 当 zeC 的 内 区 域 时 )， 
这 里 沿 CC 的 积分 是 按 反 时 针 方 向 取 的 . 
本 题 是 甘于 含 无 穷 远 点 的 区 域 的 柯 西 公式 . 
[ 提示 ] 应 用 柯 西 公式 证 明 . 
18. 设 F(z) 是 一 整 范 数 ， 并 且 足 ze 允 ， 
Fiz )| sg A+ Blzlt, 
其 中 4, 如 及 大 是正 数 , 证 明 f(z ) 是 一 多 项 式 . 
19. 设 7z )j 在 单 连通 区 域内 解析 ， 并 旦 不 等 于 堆 ， 那 么 
(1) 习 g(z) 在 DD 内 解析 ,使 得 ef 中 = (z》; 
(2) 对 于 整数 9 z2, 习 htz) 在 D 内 解析 ， 使 得 [hz =f(z). 
上 提示] 设 glz) 是 fz) 放 (2) 在 DD 内 的 原 函 数 ， 考虑 es 5Y(z). 
20, 设 P(z) 是 一 个 nl>1) 深 多 项 式 ， 并 和 且 P(z)=0 的 根 全 部 在 区 域 DD 
内 、 在 这 里 妃 的 边界 是 一 条 简单 闭 曲 线 C, 
{1) 令 


_1_ fF) 一 P(z) 
R(z )= | Pei) i dt {zeD), 


1 人 tt) dt 
oC)= 3 | PUT 3-z CeD)， 


证 明 RR (z) 是 次 数 不 超 过 n 一 1 的 一 个 多 项 式 , 并 且 2(z ) 在 DD 内 解析 ， 
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{ 人 2) 证 明 Y zeD, 
EI=P (IO(2)+ RI(z). 
如 果 在 户 内 解析 的 函数 Oi(z ) 及 次 数 不 超 过 xn 一 1 的 多 项 式 Rj(z ) 满 足 
F(z)=P{z)ON(z) + Rilz ), 
那么 
Q(z)= Q(2), Rl Rlz}., 
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第 四 章 级 数 


1， 级 数 和 序列 的 基本 性 质 


1. 复数 项 级 数 和 复数 序列 ”与 研究 实 变 函 数 时 一 样 ， 级 数 和 
序列 是 研究 复 变 国 数 的 重要 工具 . 在 本 上 中 ,我 们 研究 级 数 和 序 
列 的 基本 性 质 ， 包 括 解析 函数 项 级 数 和 序列 及 寡 级 数 的 基本 性 质 . 
现在 先 从 复数 序列 开始 . 

复数 序列 就 是 

za, 十 褒 1 ,23 二 和 把 i 
在 这 里 z, 是 复数 ，a， _Rez, ;b, 二 Imz, ; 我 们 把 这 一 序列 简单 地 记 
作 {z.} 显然 这 一 序 别 与 两 个 实数 序列 {a, 波 人 2,) 由 对 应 ,按照 {jz,|} 
是 有 界 或 无 界 序列 ，{z, 岑 别称 为 有 界 序 列 或 无 界 序列 . 

设 z。 是 一 个 复 常 数 . 如 果 任 给 8 全 前 以 线 到 一 个 正 整 数 入， 

使 得 当 na > w 时 ， 

|z,— 2 <8, 
那么 我 们 说 {z, 请 概 员 2 ,或 者 说 {z, 溃 收 伊 序列， 并且 收 人 第 于 2 
记 作 


lim z= Zp 


a (1.1) 
如 果 序 列 {z,} 不 收 训 ， 则 称 {z } 爱 数 ,或 者 说 它 是 发 散 序列 . 
令 甩 =a+ 动 ,其 中 a 及 5 是 实数 , 由 不 等 式 
la,—al 及 |5,— bls,— zs la,— alt 5,—dl 
”容易 看 出 ，(1.1) 与 下 列 两 极限 式 等 价 : 
lim 4a,= a, lim b,=b, 《1.2) 


ht 


这 就 是 说 ， 序 列 {z,) 收 误 ( 于 z) 的 必要 与 充分 条 件 是 ;序列 1 a,} 
69 


收 合 ( 于 a) 以 及 序列 和 ,) 收 化 (于 5 
复数 序列 也 可 解释 为 复 平 面 上 的 点 列 .于 是 点 列 fz, 履 敛 于 za 
或 者 说 有 极限 点 2 的 定义 可 以 叙述 为 : 任 给 z, 的 一 个 分 咸 ,和 
应 地 可 找到 一 个 下 整数 N, 使 得 当 n> N 时 ，z, 在 这 个 邻 域内 . 
关于 两 个 实数 序列 相应 项 之 和 , 差 , 积 , 商 所 成 序列 的 极限 的 结 
果 , 不 难 推广 到 复数 序列 . 


复数 项 级 数 就 是 
和 名 十 2 十 十 2 十 …， (1.3) 
或 记 作 吕 zx， 或 2,z, 其 中 z 是 复数 ， 与 这 级 数 相对 应 , 作 复数 序列 
0 二 ZI 十 22 十:-- 十 2,. (1.4) 


如 果 这 序列 收敛 ， 那 么 我 们 说 级 数 (1. 3) 收 全 如 果 序 列 (1.4) 的 
极限 是 a 那么 我 们 党 级 数 (1. 3) 的 和 是 go, 或 者 说 级 数 (1,3) 收 敛 
于 o, 记 作 TT 


F。- fo. 

如 果 序 列 (1,4 ) 发 散 ， 那 么 我 们 说 级 数 (1.3) 发 散 . 

相反 地 ， 对 应 于 复数 序列 {z,}， 可 帮 一 复数 奖级 数 

Bt (zm) (zt 1.5) 

. 序列 fs, 坡 敏 或 发 散 依 照 级 数 (1.5) 收 敛 或 发 散 而 定 ， 于 是 任 给 一 
复数 序列 或 复数 项 级 数 , 一 定 有 一 相应 的 复数 项 级 数 或 复数 序列 ， 
它们 的 收敛 或 发 散 性 质 相 同一 般 说 来 ， 复 数 项 级 数 及 复数 序 
列 有 相应 的 性 质 , 

按照 8 一 入 说 法 ， 级 数 (1.3 ) 收 证 于 z, 的 定义 可 叙述 为 : 任 给 
s>0, 可 以 找到 一 个 正 整 数 N, 使 得 当 ”> NN 时 ， 


> 下 一 30 < ， 
根据 收敛 级 数 的 定义 ， 可 以 立即 推出 : 各 果 级 数 区 有 收 和 化， 
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那么 
lim 2z, =lim (0, 一 和,)=0. 


Li nH 


仿 q, 一 Rez ,5 =Imz ,a=Rec,p=Imo. 我 们 有 
GY ai+ 六 六 ， 
根据 关于 序列 的 结果 不 难看 出 : 级 数 (1.3 ) 收 化 (于 6) 的 必 和 要 与 
充分 条 件 是 级 数 4 收 伍 (于 4 ) 以 及 级 数 b, 收 生 (于 5b)， 


甘于 实数 项 级 数 的 一 些 结 果 、 也 可 以 不 加 改变 地 推广 到 复数 
项 级 数 . 例如 柯 西 收 伍 原理 就 可 推广 到 复数 项 级 数 的 情形 : 

级 数 (1.3) 牙 繁 前 必 槛 与 充分 条 件 是 : 任 给 8 > 0, 可 以 找到 
一 个 正 整 数 N > 0, 使 得 当 站 > N,p=1,2,3,.… 时 ， 

(z+ Zs+2t + Zyl 8. 

关于 复数 序列 的 梓 西 收 放 原理 如 下 - 

序列 {z } 收 仇 的 必要 与 充分 条 件 是 : 任 给 s> 0, 可 以 找到 一 
个 正 整数 入 > 0, 佳 得 当 加 及 n>N 时 ， 

[2 ~ Zz) < 2. 

上 述 原理 可 从 关于 a, 与 5 5, 及 关于 {g,} 与 和 b, 乓 相应 结果 推出 . 

对 于 复数 项 级 数 (1.3])， 我 们 引进 绝对 收 级 的 概念 . 如 果 级 
数 ， 


jz 十 jz + | 二 (1.6) 
收 伍 ， 那 么 级 数 (1.3 ) 称 为 绝对 收敛 . 
由 此 可 见 ， 要 判断 级 数 (1.3) 的 绝对 收 仑 性 ， 只 须 判 断 正 项 
级 数 (1.6) 的 收敛 性 ， 因 此 正 项 级 数 的 一 切 收敛 性 判别 法 ， 都 可 
用 米 判 断 复数 项 级 数 的 绝对 收敛 性 ， 
由 于 


lead 及 y plsY i= Yar Bi < Dhard+ > lb , 
k=| 上 = 1 k=1 #=1 k=1 x=1 
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可 见 级 数 (1. 3 ) 绝 对 收 敏 的 必要 及 充分 条 件 是 : 级 数 a 及 Bb 
k=l1 =1 


绝对 收 策 ， 
于是 可 以 推出 ， 如 果 级 数 (1.3) 绝 对 收 敏 ， 那 么 它 一 定 收 往 . 


这 是 因为 这 时 级 数 a, 及 b, 收 但. 
到 一 了 上 . 
例 当 网 <1 时 ，17 zf of fan. 绝对 收敛 ， 并 且 由 


1 ~- w+l . 
1 十 区 十 0 十 二 ,hm wa+1 一 个 ， 


] 一 区 Pr 
我 们 有 : 当 思 <1 时 ， ， 


二 1 十 十 中 十 :十 0 十 


对 于 两 个 绝对 收敛 的 复数 项 级 数 ， 岂 可 作 乘积 .我 们 有 
如 果 复数 项 级 数 闻 =， 及 :绝对 收敛 ， 并 且 它们 的 和 分 
别 是 及 % 那么 级 数 


+ 元 
D(z127+ 222701 二 "十 2121) (1.7) 
n=| 


也 绝对 收敛 ， 并 且 它 的 和 是 co 
级 数 (1.7 各 为 级 数 和 =: 及 = 7 的 柯 西 乘积 ， 这 一 结果 的 
证 明 与 实数 项 级 数 的 情形 相同 ， 现 证 明 如 下 : 
直 于 条 :及 习 了 绝对 收敛 ， 交 在 着 正 数 杂 , 使 得 对 任何 正 
楼 数 k& 
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i+ el+t il< 避 ， (1.8) 
lil+ lssl+ :+1zi<M. . 


其 次 任 给 => 0, 存在 着 六 > 0, 使 得 对 任何 乾 数 k> N 及 任何 正 整 
数 p， | 


[Zit prat ZE 


et (1.9) 
在 (1.9) 中 令 p 一 0%, 可 见 当 >N 了 时， 
->zscp “zk 01.9 
把 级 数 (1.7) 前 m 项 的 部 分 和 记 作 5,, 于 是 
[ma tm 


So 之 2 zj 一 2 (zin +ri+ Zlm /d+2+ .二 = ) 

下 一 六 二 
+ zz0 a t+ Zi ) 
十 二 al 
+ ZZ0m +1t ZIm 和 tz 十 了 
十 zaZ [rmt Zi +2 wr 十 z。 1 
十 1 * 


其 中 1wz2] 表示 不 超过 m2 的 最 大 整数 ， 当 mm 为 奇数 上 时， = 


[m21; 当 产 为 慢 数 时 ，m=[m -1. 由 (1.8) 及 (1.9)， 当 
m> 2N 时 ， 


[mal lm ， ， 
SD 2 < et ED 


+ (eit it 4 De< Ms. 
于 是 由 上 式 及 (1.8) 与 (1.9 沾 当 mm> 2N 时 ， 


1 py im [ma [ml fa ， ; 
IS,.—0 ’o ls Zr ZN 十 | 3 zd zo Go” 
nel n=] n=1 r=] 
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[| 


Dz 


站 一 了 


[m2] 


a 
?了 zi- 
1 


HH 


<2ME+ 


[m21 
ro | 
n= 
<2Met Met+ Me= 4 ME, 
因此 lim S =6 9“”， 证 完 ， 
2. 复 变 了 荡 数 项 级 数 和 复 变 函数 序列 设 1f,(z) 在 复 平 面 挟 
集 瑟 上 有 定义 (az= 1,2,… )， 那么 
2 十 所 2 十 十 所 3) 十 入 (2.1) . 


钙 在 上 的 复 变 函数 项 级 教 . 记 作 允 /,(z) 或 于,(z). 设 函 数 
f(z) 在 上 有 定义 ， 如 果 在 上 每 一 点 :级 数 (2.1) 收 化 [ 于 
(2)] 那么 我 们 说 级 数 (2.1) 在 巨 上 收敛 [ 于 (2]] ， 或 者 说 这 
级 数 有 和 f(z)， 记 作 


¥ f(z)=f(2). 
filz), flz), £7 f(z) (2.1 7 


是 EE 上 的 复 变 函数 序列 , 记 作 {f(z) 上 2 或 1 六 (2 设 国 数 p(x) 
在 五 上 有 定 艾 -如果 在 五 上 每 一 点 z, 序 列 (2.1 ]) 收 化 [ 于 gq(z)1， 
那么 我 们 说 序列 (2.1 9 收敛 [ 于 p(z)] ,或 者 说 这 序列 有 极限 函数 
pfz), 记 作 


mn fz)= plz). 
我 们 不 难 按照 。_ 说 法 叙述 级 数 (2.1) 及 序列 (2.1 在 E 上 
收敛 的 定义 ， 


如 果 任 给 s>0, 可 以 找到 一 个 与 s 有 关 ,. 而 与 > 无 关 的 正 
整数 w = A(c),， 使 得 当 > ,ze5 时 ， 
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Vf (2) -f(z )|<: (2.2) 
Kal 


或 
{2)— plz Ys, (2.2 ) 
那么 我 们 说 级 数 (2. 1) 或 序列 (2.1 1) 在 五 上 一 致 收银 [ 于 f(z) 或 
vw(z)]. 

与 实 变 国 数 项 级 数 和 序 列 的 情形 - 样 ,可 以 推出 关于 级 数 (2, 1) 
和 序列 (2.1 的 柯 西 一 致 收敛 原理 : 

级 数 (2.1) 或 郑 列 个 2. 也 首富 上 -至 收敛 的 必要 与 充分 条 件 
是 , 任 给 z>0. 可 以 找到 一 个 与 。 有 关 、 而 与 : 无 关 的 正 整 数 
= NMNfa), 使 担当 zeFf,n> Ap= 1,2,.… 时 ， 

大) 十 也) 十 … 十 了 KZ < 


或 
[fz) ~ fz. 
由 此 可 以 立即 推出 级 数 (2.1) 的 一 致 收敛 性 的 一 种 常用 的 判 
别 法 外 和 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 : “ 


设 f,(z) 在 复 平面 点 集 5 上 有 定义 (n=1,2.3,…), 并 且 设 
a tat 
是 一 收 策 的 正 项 级 数 . 设 在 E 上 ， 
og a (n= 1,2,3,...), 


那么 级 数 (2.1) 在 三 上 一 致 收 伊 . 

与 实 变 酌 煞 项 级 数 的 情形 一 样 ， 不 难 证 明王 列 定理 : 

定理 2.1 设 复 平面 点 集 E 表示 区 感 . 闭 区 域 或 简单 曲线 . 设 
A(2) 在 集 5 上 连续 (n -1,2,3,…), 并 且 级 数 (2. 1 或 序列 (2.1 六 
在 E 上 一 致 收 合 于 f(z) 或 p(z), 那 么 A2) 或 p(z) 在 EE 上 连续 . 
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定理 2.2 ” 设 上 {z) 在 简单 曲线 C 上 连续 (n= 1,2,3,…), 并 
且 级 数 (2. 1 ) 或 序列 (2.1 ”在 C 上 一 致 收 敏 于 Fe ) 或 oz) ,那么 


+ 


> | nee=| f(z)qz 或 ]im | er ， 
全 上 二 元 ce E 


在 饶 究 复 变 函 数 项 级 数 和 序列 逐 项 求 导 数 的 问题 时 ,我 们 考 
虐 解 析 函 数 项 级 数 和 序列 .在 这 里 要 应 用 莫 勒 拉 定 理 及 条 西 公式 来 
研究 和 函数 与 极限 函数 的 解析 性 及 其 导数 的 求法. 

在 讲述 主要 定理 以 前 , 先 引进 一 个 新 的 定义 , 设 函 数 几 z) 在 区 
域 D 内 解析 (n = 1,2.3,…). 如 果 级 数 (2. |) 或 序列 (2. 1 在 D 内 
任 一 有 界 闭 区 域 上 一 致 收 伍 于 函 羯 /(z) 或 o (2)， 那么 我 们 说 级 
数 (2.1) 或 序列 (2.1 在 D 中 内 闭 一 致 收 敏 于 f(z) 或 gp (>) 

我 们 有 下 列 重要 的 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 。 
定理 23 设 函 数 /,(z) 在 区 域 内 解析 (n= 1, 2 .3 , …), 并 有 级 
数 f(z) 或 序列 [f(z)] 在 D 中 内 闭 一 致 收 黎 于 函数 f(z) 或 
r=1 
p(2), 那 必 f (z) 或 p (z) 在 DD 内 解析 ,并且 在 Dp 内 ， 
197) = 三 fz) lm f(z) (k=1,2,3,..). 
证 先 证 明 /=) 在 六 内 任 一 点 五 解析 ， 取 于 的 一 个 邻 


域 0, 使 其 包含 在 DD 内 . 在 U 内 任 作 一 条 简单 闲 曲 线 C. 由 
定理 2.2 以 及 柯 西 定理 ， 


| | f(z)dz=0, 
C mL dc 
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因此 根据 莫 勒 拉 定 理 , 可 见 f(z) 在 U 内 解析 .再 由 于 zw 是 D 内 任 一 
点 ,因此 7/(z) 在 D 内 解析 . 
其 次 , 设 U 的 边界 即 圆 K 也 在 区 域 D 内， 于 是 


f(z) 


和 (z— Zo) 


Ed zeK 一 致 收敛 于 2 ， 由 定理 2.2 » 我 们 有 
0 

fe) A 

2ri |] (2 20)*!! = Dri | (z— zo} 民 ， 
亦 即 

f(z) = Fu (20) (k= 1,2.3....) 
n= | 

由 此 完成 定理 中 基于 级 数 部 分 的 证 明 . 关 于 序列 部 分 的 证 明 可 完 


全 类 伺 地 作出 . 
全 到 定理 2.3 中 的 假设 比 数学 分 析 中 的 相应 定理 简单 


3 竺 级 数 在 本 段 中 ， 我 们 研究 一 类 特 中 的 解析 国 数 项 级 


x; 
》, lz— zo ”二 mo 十 ol(z— 20)+ 区 > 一 20 且 十 
PE 一笑 


+ (2—20)"+..， {3.1) 
其 中 = 是 复 变 数 ,系数 mw 是 任何 复 常数 .这 类 级 数 在 复 变 国 数 


论 届 有 特殊 重要 的 意义 , 一 方面 ,在 本 段 中 我 们 要 证 朋 , 一 - 
般 嚣 维 数 在 -- 定 的 区 域内 收敛 于 一 解析 函数 ; 另 一 方面 ， 
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在 下 节 中 我 们 还 要 证 明 , 在 -- 点 解析 的 国 数 在 这 点 的 一 个 邻 域内 
可 以 用 器 级 数 表示 出 来 . 客 级 数 不 仅 是 研究 解析 函数 的 一 个 重要 
工具 ,而 且 在 实际 计算 中 应 用 起 来 也 比较 方便 . 

首先 研究 级 数 (3.1 ) 的 收 伍 性 . 为 此 .我 们 先 引 进 下 列 阿 册 杀 
第 一 定理 : 

定理 3.1 如 果 短 级 数 (3. 1) 在 zi( 关 20 收 兽 ,那么 对 满足 
上 2 一 2 过 |z1 一 zo 的 尾 何 z,(3.1) 不 仅 收 人 语 , 而 且 绝 对 收 襄 . 

证 由 于 级 数 (3.1) 在 z 收 误 ， 所 以 有 


lim wz 一 3)=0 
月 = 十 站 


因此 存在 着 有 限 常数 1 ,使 得 atzi- zolg M(x 一 0,1,2,…). 把 
级 数 (3,]) 写 成 


二 + 江 

2 一 20 了 
2 " ay ( 2 ) : 
= 2 


二 2 
我 们 有 
pi -ka | 
一 
< 二 | = MJ, 
ZI1™ 20 
其 中 <1, 由 于 级 数 六 Mi 收 化 , 级 数 (3.1) 
而 二 由 


在 满足 | 一 到 < 司 一 到 的 任何 点 > 不 仅 收 伍 ， 而 旦 绝对 收 伍 ， 
与 考级 数 (3.1) 相 对 应 ， 作 实 系 数 宪 级 数 
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Flebe= + jlx+ ll 二 (3.2} 
n= 科 


其 中 x 为 实 变数 ;这 样 的 震级 数 在 数学 分 析 中 已 经 研究 过 了 .根据 
它 的 收 化 性 以 及 定理 3.1 可 以 证 明 : 

定理 3.2 设 级 数 (3.2) 的 收 侣 半径 是 上 ,按照 不 同情 况 ,我 们 
分 别 有 : 

(1) 如 果 0<R< +o ,那么 当 |z 一 zl< 上 R 时 ,级 数 (3 .1 ) 绝 对 
收 侣 ; 当 一 可 > 玉 时, 它 发 散 . 

(2) 如 果 R= + ,那加 级 数 (3.1) 在 复 平 面 上 每 一 点 绝对 收 
化 ， 

(3) 如 果 只 = 0, 那 么 级 数 (3. ]) 在 复 平面 上 除去 z= 2 外 每 一 
点 发 散 . 

证 先 考 虑 0< 怀 <+oo 的 情形 .如 果 lz 一 到 < 民 ,那么 可 以 找 
到 一 个 正 实数 ,使 它 漠 足 1zl 一 双 < 六 < 尺 . 由 于 级 数 (3.2) 在 x= 方 
绝对 收 雍 , 级 数 (3.1) 在 z- 环 = 六 时 绝对 收 敏 ,从 而 下 定理 3, 1, 它 
在 := 了 3 了 时 也 绝对 收 化 . 

如 果 |zj 一 巴 > 妨 ,那么 可 以 找到 一 个 正 实数 "| 使 它 满足 jz ; 
-到 >ri > 及 .假定 级 数 (3.1) 在 z=zif 时 收敛 ,那么 级 数 (3.2) 在 


Xx 二 rf 也 收 伍 , 与 所 设 相 蔬 盾 ,这 样 就 证 明了 (1)， 

(2) 及 (3) 可 用 类 似 的 方法 来 证 明 . 

在 定理 3.2 中 所 讲述 的 情形 (1) 下 , 当 上 一 吉 = 屎 了 佬 ,级 数 (3.1) 
可 能 收 雍 ,也 可 能 发 散 . 

定理 3 . 2 中 的 数 R(0< 呈 < 十 oo ) 称 为 级 数 ( 3 . 1 ) 的 收 合 
半径 ,lz 一 zo < 称 为 它 的 收敛 图 盘 , 当 旷 = + oo 时 ,我 们 说 (3. 1) 


一 


的 收敛 半径 是 + oo ,收敛 圆 盘 扩 大 成 复 平面 . 当 R= 0 时 ,我 们 说 

(3. 1) 的 收 伊 半径 是 0, 收 敛 圆 租 缩 成 一 点 z=z， 以 下 我 们 说 

冠 级 数 有 收敛 贺 盘 都 是 指 收敛 半 和 穴 大 于 零 的 情形 . 求 (3. 1) 的 
/ 
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收 伍 半径 的 问题 归结 为 求 (3.2) 的 收 伍 半径 的 问题 .数学 分 析 中 已 
经 讲述 过 ,在 常见 的 情 癌 下 ,{3,2) 的 收敛 半径 可 以 用 述 朗 贝尔 法 
则 或 町 西 法 则 求 出 ;在 一 般 情况 下 , 则 可 用 柯 西 一 阿达 马公 式 求 


由. 由 求 (3.: 2) 的 收 敏 半径 的 公式 , 可 立即 推出 : 
定理 3.3 如 果 下 列 条 件 之 一 成 立 : 


Ol 


(1) 1= lim 
(2) =lim Vi (3.4) 
(3) i=lim Yi. (3.5) 


于 -十 世 


那么 当 0<1<+ oo 时 , 级 数 (3.1) 的 收 化 半径 只 =- 了 了 


i=0 时, R=+om; 当 !=+Too 了 时 ，R=0. 
(3.5) 称 为 柯 西 一 阿达 马公 式 ， 它 适用 于 任何 军 级 数 (3.1). 


现 证 明 (3. 5). 为 此 ,党 引进 实数 序列 移 上 极限 的 艇 念 .已 给 实 
数 序 列 {aw}. 数 Le({-- oo,+o ) 满 足下 列 条 件 : 任 给 s>0，(1) 至 
多 有 有 限 个 > 上 十 8;(2) 有 无 穷 个 wo> 8, 那么 说 序列 fa} 的 上 
极限 是 工 , 记 作 


了 


lim za ,= 工 . 


如 果 任 给 M >0, 有 无 穷 个 4> 好 .那么 说 {a)} 的 上 极限 
是 + o , 记 作 
lm 如 = 二 oc ， 


如 果 任 给 MM >0, 至 多 有 有 限 个 a>- 邓 , 那 么 说 fa 的 上 
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极限 ( 亦 即 极限 ) 是 - oo , 记 作 


lim aa,= 一 oo ,. 


T+ 宛 


(3, 引 的 证 了 明 如 下 : 设 0<i1<+w. 任 取 定 z 使 得 |z’ 
一 zo<17. 可 找到 8>0, 使 得 lz “一 z<1A+ 2s)， 叉 由 上 极限 的 
定义 ,存在 着 N>0, 使 得 当 n> 时， ， 

fol < +， 
从 而 
lal lz “ozo < [4 a) A+ 28)]". 

因此 级 数 (3.1) 在 z=z 针 绝 对 收敛 ,由 于 z“ 的 任意 性 ,可 见 它 在 
lz 一 到 < 1 内 绝对 收 盖 ， 

另 一 方面 , 任 取 定 z “使 得 “一 列 > 工艺 可 找到 € (0,172) 
使 得 上” 一 zl> 1Ai1 一 28), 又 由 上 极限 的 定义 ,有 无 穷 个 a 满足 
BT> 1 一 &, 即 满足 


lullz “—zF > -eA 28)]">1., 
因此 级 数 (3.1) 在 z=z “发散 ， 从 而 在 一 21> 14 内 发 散 . 
在 1=0 或 +oo 时 ， 可 类 似 地 证 明 (3.5)， : 
震级 数 (3.1) 的 和 是 在 收 伊 圆 盘 内 有 定义 的 一 个 函数 , 称 为 和 
萎 数 .我 们 要 证 明 它 是 在 收 敏 圆 盘 内 的 一 个 解析 函数 . 
”定理 3.4 设 宕 级 数 (3. 1) 有 收敛 圆 盘 |z - 可 < R, 那 么 在 |z 一 zl 
< 及 内 , 它 的 和 函数 


f(a)=otoz— 2a) +t od(z— a p+. 
to (2 zo0)"+ (3.6) 
解析 , 并且 
f(z2)=n! ,+ DE za) + (= 1,2,3,...). 
(3.7) 
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证 人 先 证明 (3.1) 在 任何 闭 圆 盘 性 一 zo A( <R) 上 一 致 收 钱 . 
事实 上 ,这 时 


le (2— 20 7 ls lelr:, 


而 级 数 (3. 1) 当 ?一 = 时 绝对 收 北 .因此 由 外 尔 斯 特 拉 斯 判别 靶 
就 可 推出 (3 1) 在 |z 一 zr 上 -- 致 收 伍 ， 

显然 ,(3.1) 在 上 一 台 <y 中 办 闭 一 至 收敛 .于 是 由 外 尔 斯 特 拉 
斯 定理 ， 在 | 一 zl<7 内 ,(3.1) 的 和 函数 了 (z) 解 析 , 并 且 (3. 力 成 立 . 

加 盘 |z 一 zo<R 内 任 一 点 一 定 可 以 包含 在 一 个 半径 充分 大 的 
圆 盘 |z 一 有 oA < 及) 内 ,因此 在 jz 一 zo<R 内 人寿 一 点 ,f(z) 和 解析 ,并 
且 (3.6) 成 立 .定理 3.4 证 完 . 

寡 级 数 在 收敛 圆 上 可 能 收敛 ,也 可 能 发 散 ,而 且 在 其 上 一 点 收 
敛 或 发 散 ,与 和 函数 是 否 可 以 扩充 成 为 在 该 点 解析 的 函数 无 关 . 现 
举例 如 下 : 

例 1 级 数 


天 二 1 十 2 十 避 二 十 2 十 … 
的 收 敏 半径 是 1. 

与 实数 项 级 数 情 形 一 样 ,不 难看 出 ,复数 项 级 数 收 丝 的 一 个 必 
要 条 件 岂 是 一 般 项 趋 近 于 零 .由 于 在 = 1 上 任 一 点 ,上 列 级 数 的 
一 般 项 不 趋 近 于 零 . 可见 这 级 数 在 其 收敛 贺 上 处 处 发 散 . 但 是 它 的 
和 函数 除 在 z= 1 外 ,处 处 解析 . 


例 2 级 数 
+ 训 a tl 
2 Td) 
的 收 误 半 径 是 1. 
在 收敛 贺 fz|= 1 .上 ， 
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zt 
n(nt+1) 


1 
n(nt+ 1) 


I- 1 )"+i 


而 级 数 三 
敏 ， 


ji 收敛 ， 可 见 上 列 短 级 数 在 收敛 回 上 处 处 收 


由 $2 第 4 段 ， 例 2 及 定理 2.2, 上 列 宏 级 数 的 和 了 睹 数 是 
| In(l+t)as (Inl=0). 
v 


它 在 和 z= 1 上 , 除去 z= 一 1 外, 处 处 解析 .， 
32, 泰勒 展 式 
4. 解析 函数 的 泰勒 展 式 ”在 圭一 节 中 ,我 们 已 经 讲 到 宕 级 数 
的 和 函数 在 收敛 圆 盘 内 解析 ,现在 我 们 证 明 : 


定理 4.1 设 范 数 /{z) 在 贺 盘 UU:|z 一 zo < R 内 解析 ,那么 在 
UN 内 . 


f (2) = C2)+ A (z—z)+ fn (2— z+ 


+ en) (zj (4.1) 


证 设 zeU, 以 有 为 心 ,在 UV 内 作 一 图 C ,使 z 属于 其 内 区 域 
(图 21). 我们 有 


-| A 
f(2)= 了 | Ce 三- (4.2) 
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因此 这 时 根据 第 1 段 中 的 例 ， 


_ (zz 一 3) (4.3) 


上 式 有 边 的 级 数 当 了 e C 时 一 致 收敛 . 
把 (4.3) 代 人 (4.2), 然后 逐 项 积分 ,就 得 到 


fl2)=m0+t a (zo 0) tt (4.4) 
其 中 
__L 了 全 ) _ f(a) 
“i | Map Ra (4.5) 
(x=0,1,2,..… ;0!=1). 
由 于 > 是 忌 内 任 一 点 ,定理 证 完 . ” 


显然 于 级 数 (4.1 ) 的 收 敏 半径 大 于 或 等 于 忍 . 
合 定理 3.4 及 定理 4.1 ,就 可 推出 : 
在 全 和 2 函数 ffz) 在 一 点 2 解析 的 必要 与 充分 条 件 是 : 它 在 
的 某 一 邻 域 内 有 需 级 数 展 式 (3.6). 
在 定理 4:1 中 ,f(z) 在 U 内 的 睡 级 数 展 式 (4. 1) 称 为 f(z) 在 
z 二 zo 或 在 U 内 的 泰 半 展 趟 . 另 一 方面 ， 租 定理 3.4 可 立即 推 
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得 : 
系 4. 1 覆 级 数 是 它 的 和 函数 在 收 伍 加 盘 内 的 泰勒 展 式 ， 普 
即 | 


0 =f (20), a, A (n= 1,2,3,.. ). 


由 此 可 得 1 

系 4.2 在 定理 4.1 中 ， 秦 级 数 的 和 函数 /{z) 在 LU 内 不 可 
能 有 另 一 种 形 如 (4.4 ) 的 笑 级 数 展 式 . 

这 一 性 质 称 为 解析 函数 的 宅 级 数 展 式 的 唯一 性 ， 


re eg ee 


有 时 我 们 把 窄 级 数 称 为 泰勒 级 数 . 


ore 一 


我 们 不 难 作出 - “ 近 初 尘 国 数 的 泰勒 展 式 ， 它们 的 形状 与 实 变 
数 的 情形 相同 . 

例 1 求 e, cosz 及 sinz 在 z -0 的 泰勒 展 式 . , 

由 (4.1) 可 立即 推出 : 


2 
2 4 
ee 
3 了 
sinz =z-3F7+ 可 一 并 十 和 …， (4.8) 


这 二 个 级 数 都 在 整个 复 平面 上 收敛 ,因此 这 三 个 式 子 在 复 平面 + 
成 立 . 
我 们 知道 ， 在 复 平面 上 以 某 些 射线 为 害 线 而 得 的 区 域内 ， 
对 数 函 数 和 一 般 短 函数 可 以 分 成 解析 分 枝 . 因此 在 已 给 区 域 
了 站 和 


中 任 一 贺 盘 肉 ， 可 以 作出 这 些 分 枝 的 泰勒 展 式 . 
例 2 求 Ln(1+z) 的 下 列 解析 分 枝 在 z= 0 的 泰勒 展 式 : 
In(tl+z)=Inll+zl+iarg(l+z) 
(—x<arg(l+2z)<n)., 
已 给 分 校 在 z=0 的 值 为 0, 它 在 z=0 的 一 阶 导 数 为 1, 二 阶 导数 为 
一 1,-… sn 阶 导数 为 (一 1 (ea 一 1 因此 它 在 z=0 或 在 lz|< 1 
内 的 泰勒 展 式 是 : 


In{l+z)=2— 气 + 所 -+ 二 二 -…. (4.9) 
我 们 也 可 直接 算出 客 级 数 (4.9) 的 收敛 半径 是 1. 
例 3 求 (1+z) 的 下 列 解 析 分 枝 在 z=0 的 泰勒 展 式 (这 
里 & 不 是 整数 ): e909+t2 (rn 1=0). 
已 给 分 校 在 z=0 的 值 是 1, 它 在 z=0 的 一 阶 导 数 是 &， 
二 阶 导数 是 x (x 一 1) ，、.… hn 阶 导数 是 x (ax 一 1)-… (x 一 n+ 1)， 
. 因此 已 给 分 枝 在 z=0 或 zj<1 内 的 泰勒 展 式 是 : 


eolrezt( 3 | p+ >» (4,10) 


这 里 


& 1 ea 一 1) (cx 一 82+1) 
7 17 2. 


我 们 也 可 直接 算出 需 级 数 (4, 10) 的 收敛 半径 是 1 ， 

(4.10) 也 适用 于 a 是 整数 的 情形 ,这 里 (1 + zj 是 解析 胃 数 : 当 x 
是 正 整数 时 ,(4.10) 中 的 级 数 化 为 多 项 式 ; 当 u 是 负 整 数 时 ,(4. 10) 
中 级 数 的 收 委 半径 也 是 1. 
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(4. 10) 是 二 项 式 定理 的 推广 
对 (4.6) 一 (4,.10) 进 行 才 级 数 的 运算 ,可 以 推出 男 外 -- 些 初等 
函数 的 泰勒 展 式 . 


例 4 函数 secz 在 bi< 于 内 解析 ， 求 它 在 这 圆 盘 内 的 
泰勒 展 式 . 
设 在 | < 史 内 ，sec z 有 泰勒 展 式 


Sec ZC0+ C12 十 CF 十 -十 G2 十 ， 


可 是 在 lzI< 于 内 ， 


SeC2 = = 
COSZ 2 加 
ta 
因此 在 加 < -内 ， 
72 
1=(¢0t+ C2+ eR 二 十 二 1- 本 十 霹 -): 


把 上 趟 的 右边 用 级 数 的 乘法 算出 ,并 且 与 左边 比较 系数 ,就 可 
求 出 c (n=0,1,2,…). 不 难 验 证 ,用 比较 系数 法 求 出 c， 与 用 级 数 
1- 到 + 条 +… 直接 除 1 所 得 的 结果 相同 ， 除 的 法 则 恰 如 


已 给 级 数 是 按 升 徊 排列 的 多 项 式 那 样 .计算 后 即 得 (# | 了 一 本 
内 ) : 
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secz 一 1 十 二 z+ 育 + 
5. 竹 点 ” 设 冰 数 f(z ) 在 及 的 邻 域 UV 内 解析 ,并 和 且 f (20) =0. 
那么 ao 称 兰 (3) 的 零点 . 设 Fz) 在 乙 内 的 泰勒 展 式 是 : 


Flz2)=a (2—20) + oz e202 2+ . 


现在 可 能 有 下 列 两 种 情形 : | . 

人 1) 如 果 当 = 1 2,3… 时 ,ms=0, 那 么 f(z) 在 U 内 恒 等 于 零 . 

(2) 如 果 gsm2,%3,… 不 全 为 零 , 并 且 对 于 正 整 数 rm,a, 天 0 ， 而 
对 于 m< moxr=0, 那 么 我 们 说 zo 是 /f(z) 的 m 阶 零点 , 按照 m= 1， 
或 m> 1, 我 们 也 说 如 是 f(z) 的 单 零点 或 m 重 或 w 阶 零点 . 

和 如果 志 是 解析 请 数 f(z) 的 一 个 m 阶 骞 后 , 闭 么 仍 禾 在 z, 的 一 
个 叙 域 U 内 


flz)=(2—z0P9 (2), pla)#0, {5.1) 


其 中 g(z) 在 U 内 解析 .由 {5.1), 可 以 找到 一 个 正 数 s, 使 得 当 
0< 上 一 zol<8 了 时,q(z) 了 0, 于 是 f(z)z0 . 换 句 话说 ,存在 着 z 的 
一 个 邻 域 ， 其 中 z 是 f(z) 的 唯一 零点 . 

结合 上 述 结 果 ， 我 们 有 : 

定理 5.1 设 肖 数 /(z) 在 zo 解析 ,并 且 2 是 它 的 一 个 零点 ,那么 
或 者 f(z) 在 z 的 -- 个 邻 域内 恒 等 于 零 ,或 者 存在 养 zx 的 一 个 邻 域 ， 
在 其 中 z% 是 f(z) 的 瞧 一 零点 ，- 


上 述 定理 所 阔 明 的 后 一 性 质 称 为 零点 的 孤立 性 . 

6， 解 析 函 数 的 唯一 性 ”我 们 知道 ,已 知 一 般 有 导数 或 偏 导数 
的 单 实 变 或 多 实 变 函 数 在 它 的 定义 范围 内 某 一 部 分 的 函数 值 ， 完 
全 不 能 断定 同一 函数 在 其 他 部 分 的 函数 值 。 解析 函数 的 情形 
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和 这 不 同 :已 知 某 一 解析 函数 在 它 的 定义 区 域内 某 些 部 分 的 值 , 同 
~ 函数 在 这 区 域内 其 他 部 分 的 值 就 可 完全 确定 ， 

现 证 明 下 列 引 理 : 

引 理 6.1 设 /) 是 在 区 域 D 内 的 解析 函数 .如 果 /(z) 在 D 内 
的 一 个 图 盘 内 蛋 等 于 零 ,那么 f 帮 >) 在 D 内 恒 等 于 零 . 

证 设 在 DP 内 一 个 以 去 为 旋 的 阅 答 天 ,内 ,f(z)==0. 我 们 只 
须 证 明 在 天 , 刀 外 任 一 点 z“eD ,f(z 分 =0 .用 在 了 D 内 的 曲线 工 
连接 a 及 z “存在 着 一 个 正 数 5， 使 得 上任 一 点 与 区 域 的 
边界 上 任 一 点 的 距离 大 于 5 7 
在 世上 依次 取 zz 2 …， 
za=2Z “， 使 ze 扩 。; 而 
其 他 任意 相 邻 两 点 间 的 距离 
小 于 6 ; 作 每 一 点 z 的 5 邻 
域 KG=1,2,…,n)( 图 22). 
显然 ， 当 7 了 < 时 ， zeEk, 
cD. | 

由 于 f(z) 在 KK, 内 恒 

等 于 零 ,， (z=0fn=0， 
1, 2，…)， 于 是 f(z) 在 大， 
内 罕 勒 展 式 的 系数 都 是 零 ， 图 2 
从 而 了 (z) 在 天 ,内 恒 等 于 零 ， 一般 地 , 已 经 汪 明 了 f(z) 在 ,Og 
# 一 1) 内 恒 等 于 零 ， 就 可 推出 它 在 天,,| 内 恒 等 于 零 ， 而 最 后 就 得 
到 f(z  )=0,3 引 理 得 证 . 

结合 引 i 理 6.1 及 定理 5.1, 可 以 立即 推出 关于 沦 点 的 - :个 重 
要 结果 : . 

定理 6.1 如 果 /{(z) 在 区 域 D 内 解析 ,并且 不 恒 等 于 
零 ， 那么 f(z) 的 每 个 零点 z, 有 一 邻 域 ， 在 其 中 过 是 jz) 的 


号 我 们 不 证 明 看 来 比较 直观 的 这 一 结果 , 请 参看 数学 分 析 教 本. 
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唯一 零点 . 

这 一 定理 是 定理 5. 1 的 推广 . 

解析 函数 的 唯一 性 定理 可 叙述 如 下 : 

定理 6.2 设 函 数 /f(z) 及 g(z) 在 区 域 内 解析 . 设 z 是 D 内 被 
此 不 同 的 点 (下 = 1,2,3,…), 并 且 点 列 {zi 在 D 内 有 极限 点 .如 果 
fz) = g(a 大 = 1,2,…), 那 双 在 D 内 ,f(z) = g(z). 

证 假定 这 一 定理 的 结论 不 成 立 , 亦 即 在 DD 内 ,解析 函数 F(z) 
二 Az) ~ g(z) 不 人 恒 等 于 零 .显然 F(z) = 0Q(K= 1,2,3,…). 设 加 是 点 
列 {z] 厦 DD 内 的 极限 点 .由 于 F(z) 在 zo 连续 ,可 见 F(20) =0. 可 是 
这 时 找 不 到 zo 的 一 个 邻 域 ,在 其 中 6 是 F(z) 的 唯一 零点 ,与 定理 6.1 
中 的 结论 相 了 矛盾 ,定理 6.2 得 证 . 

例 1 在 复 平面 上 解析 , 在 实 轴 上 等 于 sinx 的 国 数 只 可 能 是 
Sinz. 

设 函 数 疙 了) 在 复 平面 上 解析 ,并 且 在 实 轴 上 等 于 sinx, 那 么 在 
复 平面 上 解析 的 函数 A(z) - sinz 在 实 轴 上 等 于 零 ,因而 由 定理 6.2， 
在 复 平 面 上 ,f/f (2) 一 sinz 二 0, 亦 即 及 z) = sinz， 

我 们 注意 ,在 第 3 段 例 1 及 例 2 中 .有 关 千 级 数 的 和 范 数 在 其 
收敛 圆 上 某 些 点 处 解析 .由 定理 6.2, 对 于 这 两 例 ,都 不 存在 另 一 解 
析 困 数 ,在 收 敏 贺 内 与 和 前 数 恒 等 ,而 在 收 敏 图 上 和 函数 为 解析 的 
点 的 邻 域 内 ,与 它 不 恒 等 . 

例 2 是 否 存在 着 在 原点 解析 的 函数 六 z) 满 足下 列 条 件 ; 


] _ LTY__L . 
人 | In )- pr 
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其 中 n= 1,2,3,.. 
1 1 加 呈 ， 
考虑 (1)， 由 于 {三 二 1 而 }0-123 ) 都 以 


0 为 聚 点 ， 由 定理 6.2, /(z)-z 是 在 原点 解析 并 满足 r (二 


1 5 。 3 玄 良 四 1 一 二 
=-r 的 唯一 函数 ; 但 这 本数 丰满 中 条件/ 人 (5 On 


1, 2, 3,… ) ,因此 在 原点 解析 并 满足 (1} 中 条 件 的 函数 不 存在 . 


其 次 考虑 (2) 我 们 有 (十 | = 下 于， 由 定理 


6.2, f(z)= 下 是 在 原点 解析 并 满足 条 件 (2) 的 玲 一 范 
数 . 


3$3. 罗 朗 展 式 


7 , 解析 函数 的 罗 朗 展 式 ”在 本 节 中 ,我 们 讲述 解析 函数 的 另 
一 种 重要 的 级 数 展 式 ， 即 在 贺 环 内 解析 函数 的 一 种 级 数 展 式 . 首 
先 考虑 级 数 


B+B i Cz 2) tp ;220) + .+B zz) + 
(7.1) 

在 这 里 za ,8 PB_1，… ,有 ，… 是 复 常数 .级 数 (7.1) 可 以 看 作 

变数 一 上 ”的 车 级 数 ; 设 这 老 级 数 的 收效 半径 是 R. 如 


(z—z) 
果 0< R < + oo, 那么 不 难看 出 ,级 数 (7.1) 在 jz 一 zj|> 二 内 
了 


绝对 收 俩 并 且 内 亲 一 致 收 伍 , 在 上 一 到 < -二 内 发 数 ， 同 样 ,如 


果 玉 = +x， 那么 级 数 (7.1) 在 |z 一 zl>0 内 绝对 收敛 并 且 内 
闭 一 致 收 伍 . 如 果 R=0, 那 么 级 数 (7.1) 在 每 一 点 发 散 .在 上 列 情形 
下 ， 级 数 (7.1) 在 z= zw 没有 意义 ,于是 根据 定理 2.3, 按 照 不 同情 


形 ,级 数 (7.1) 分 别 在 一 zi> 下 = Ri(0<R<+m) 及 上 一 到 


> 0 内 收敛 于 一 解析 函数 
更 一 般 地 ， 考 虑 级 数 


PAC (7.2) 


上 时 元 一 天 


这 里 z ,有 (za=0, 土 上 土 2 …) 都 是 复 常 数 ， 当 级 数 
BAC 及 了 B, (2 一 20 (7.3) 
= n= -1 


都 收敛 时 ， 我 们 说 级 数 (7.2) 政 敛 ， 并 二 它 的 和 孙 数 等 于 (7.3) 
中 两 级 数 的 和 疯 数 相 加 ， 设 (7.3 ) 中 第 -个 级 数 在 |z 一 zo < R。 
内 绝对 收敛 并 且 内 闭 一 致 收敛 ,第 二 个 级 数 在 .1z 一 261> Ri 内 
绝对 收敛 并 县 办 闭 一 . 致 收 伍 ， 干 是 两 级 数 的 和 函数 分 别 在 = 一 到 
< R, 及 |z 一 zl > R 内 解析 .又 设 R < R, ,那么 (7.3) 中 两 
级 数 都 在 圆 坏 DD: R <|z 一 2 < R, 内 绝对 收敛 并 及 内 闭 一 至 
收敛 , 于 是 我 们 说 级 数 (7.2) 在 这 圆 环 内 绝对 收敛 并 且 内 闭 
一 致 收 全 ;显然 它 的 和 函数 是 一 解析 函数 .级 数 (7.2) 称 为 罗 朗 级 
数 .震级 数 (3. 1) 及 级 数 (7.1) 都 可 看 作 它 的 特例 . TT 

上 面 已 讲 到 软骨 级 数 (7.2) 的 和 函数 是 在 贺 坏 D 内 的 解析 国 
数 . 现 在 我 们 证 明 : 
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定理 7.1 设 函 数 「z) 在 镜 环 D: Ri<|z—2z <R,(0 所 RI 
<< 咪 :所 十 oo ) 内 解析 ， 那 么 在 D 内， 


f(z)= Qa, (2— 20)", (7.4) 


时 二 一 的 


这 里 
x = fe {n=0, 土 1, 土 2,.…) 
(2— 20)"+! 7 ” (7.5) 


y 是 圆 一 z= p,;p 是 一 个 满足 Rj< p< 尺 ， 的 任何 数 . 

证 设 z 是 贺 环 六 内 任 一 
点 , 在 DD 内 作 圆 记 DD 人; R， 
< 上 一 zj|< 呈 ;, 使 得 zeD :这 
里 R<RI<R;,<R,. 有 用 | 
及 械 ,分 别 表示 圆 |z 一 z=R， 
及 |z 一 zo 二 R;( 图 23).， 由 王 
7 在 闲 圆 环 忆 ”上 解析 ， 根 
据 柯 西 定理 ， 


网 33 
| (8) | AO . 
/(7)= 击 | -二 | pd (7.6) 
当 eT; 时， 级 数 
1  _ 1 -1 
攻 一 三 (£—20)—(z—2z,) Ca 人 三 ) 
. . 20 
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世 (2—2 Ja 
人 Wh 


一 臻 收敛， 而 当 t eT 时， 级 数 


1 (0) 
二 一 了 关于 了 (7.8) 
C7 ££ (2— 20) 
-a)(1- 和 ) % (2—20 


一 致 收敛 ， 把 (7.7) 及 (7.8) 分 别 代 人 (7.6)， 然后 逐 项 积分 ， 我 
们 就 可 看 汉 了 (z) 有 展 式 (7.4)， 其 中 


-1 fa _ 册 
2 | (C2) (n=0,1,2,.…), (7.9) 


wx = | (Jae (n=1:2,3,..). (7.10) 


(¢— 2 ) "tl 


由 柯 西 定理 , 在 (7.9) 及 (7.10) 的 积分 可 以 的 y 的 
积分 ， 于 是 我 们 最 后 得 到 (7.5 ). 
根据 定理 7.1 , 级 数 (7.4) 在 圆 环 D 内 收敛 . 
在 级 数 (7.4) 中 ， a (z- zj” 称 为 这 级 数 的 解析 部 分 ,而 
ac 一 人 一 
和 a (z 一 aa) 称 为 它 的 主要 部 分 . 
nn 二 一 ] 一 一 一 一 一 


在 定理 7.1 中 ， 级 数 (7.4) 称 为 A(z) 在 圆 环 D 内 的 罗 
朗 展 式 .反之 ,可 以 证 明 : 
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定理 7.2 设 罗 朗 级 数 (7,2) 在 圆 环 D:;R < | 一 z 芭 < RR, 
(0 所 员 < 二 只 所 十 oc ) 中 内 闭 一 致 收效 于 和 阔 数 (2)， 那 么 (7.2) 
就 是 g {z) 在 D 内 的 容 朗 展 式 : 


g (2) = Bb, (z— 20)". (7.11) 
证 现在 把 系数 及 用 sg(z) 计算 由 来 ,在 DD 内 任 取 一 图 y: 


5 (zz )-e1 乘 (7.11) 的 两 
I! 


边 ， 然 后 沿 ; 求 积 分 ， 由 于 (7.11 ) 中 的 级 数 在 ， 上 一 至 收敛 , 在 
. 求 积分 时 对 有 关 级 数 可 以 逐 项 积分 ， 于 是 我 们 有 : 


z—zl=p (RI<p<R). 用 


1 
Zi Ge = 沁 Bb, nr 7 je- 2 dz=p 
和 


(天 一 人 四, 土 ]， 土 2,… ) ， (7.12) 


这 是 因为 (7.12) 中 求 和 记号 奖 后 各 项 只 有 在 n=k 时 不 为 零 ， 


{7.12) 与 (7.5) 一 致 . 证 完 . 
(7.12) 表明 了 罗 朗 级 数 (7,11) 的 系数 可 以 用 它 的 务 数 算 
出 . 国 此 g (z) 在 万 内 不 可 能 有 另 一 形 如 


> yn (2— 20) (7.13) 
的 田 朗 展 式 ， 把 这 一 结果 与 定理 7.1 相 结合 ， 就 有 : 
系 7.1 在 定理 7.1 的 假设 下 , f(z) 在 DP 内 的 罗 商 展 式 (7.4) 
是 唯一 的 . 
这 一 性 质 称 为 解析 明 数 的 罗 朗 展 式 的 唯一 一 性 . 


ee eT oop 
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由 (4.6) 一 (4.10) 以 及 蜂 级 数 的 运算 ， 可 以 推出 一 些 初等 隔 
分 别 让 加 坏 1<|z|<2 及 


数 的 软骨 级 数 展 式 . 
例 上 求 消 数 De 2) 
2< < +on 内 的 办 朗 级 数 展 式 
如 果 1< 四 <2 ,那么 
1 1 
{z— 1 Xz— = 一 了 2 一 1 了 
2 至 
如 2 上 
(了 2 包工 


如 果 2< 四 <+o ,那么 
1 | 
(z—1)(z—2) 2—2 =z—1 ( 
2 1— 


由 


可 i _ 
CE 可” 
Z 

这 一 例子 说 明 ， 同 -函数 在 不 同 的 贺 环 内 的 罗 朗 展 式 不 同 

例 2 0 及 Sn 在 0<lz|< + 内 的 罗 朗 级 数 展 式 

是 : 
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Si _ ] ~ { -1 ]2z2-1 


51 (2n+1)! te, 


“Sinz _ 2 {(— Ez” 
- 3 + Twi + 


例 3 ee- 在 0< 国 <+a2 内 的 罗 良 级 数 展 式 是 : 


二 ] 1 ] 
ce lt tt 


8， 解 析 了 薄 数 的 孤立 奇 点 在 第 了 段 中 .我 们 已 经 研究 了 在 一 
般 贺 坏 内 解析 渭 数 航 罗 朗 展 式 . 现在 讨论 -种 特殊 情形 . 

我 们 设 力 数 f(z) 竹 去 掉 回 心 的 图 舱 D:0<k- 有 < RO< 
呈 气 十 区 ) 内 确定 并 且 解 析 ， 那 么 = 称 为 A{z) 的 孤立 奇 点 . 在 DD 
内 ，/(=) 有 网 朗 展 式 


一 


my》 ofz 一 20 入， (8.1) 


二 | Le 0 二 +2 (8.2) 
Mi co (C50) 


OC 是 半 上 一 下 =p (0<p<R). 

例如 在 上 段 例 2 及 例 3 中, 0 是 -3 二 -32 及 ec 的 
孤立 奇 点 . 

- 艇 地， 对 于 上 述 函 数 了 (=)， 按 照 它 的 罗 朗 展 式 含 负数 客 
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的 情况 ， 可 以 把 弧 立 奇 点 分 类 如 下 : 

(1 如 时 当 m= 一 1, 一 2, 一 3,… 时 ，o=0， 那 么 我 们 说 肥 
是 函 数 jz ) 的 可 去 奇 点 ， 或 者 说 F( z ) 在 有 可 去 奇 点 ， 这 是 
因为 令 f(z,) = 如 ,就 得 到 在 整个 圆 盘 和 一 zj<R 内 解析 的 消 数 
f(z). 

{2) 如 果 只 有 有 限 个 (至 少 一 个 ) 整 数 xn < 0, 使 得 ,对 0， 那么 
我 们 说 z 是 函数 f(z ) 的 极点 ， 设 对 于 正 整 数 mm, x_, 关 0， 而 当 
n< 一 mt 时 ，x, =0. 那么 我 们 就 说 z 是 f(z) 的 m 阶 极点 ， 按 


ee ee 


照 m=1 或 m>1, 我 们 也 说 am 是 了 (z) 的 单 极点 或 m 重 极点 . 


i ee 


(3) 如 果 有 无 限 个 整数 n<0， 使 得 a, 关 0， 那 么 我 们 说 z 
是 /(z) 的 本 性 奇 点 . 

例如 在 上 段 例 2 及 例 3 中 , 0 分 别 是 2 ， 3 及 et 
的 可 去 奇 点 . 单 极点 及 本 性 奇 点 . 

现在 我 们 来 研究 这 些 孤 立 奇 点 的 特征 ， 先 证 明 : 

定理 8.1 设 函 数 Fz) 在 0<ilz 一 5 和 < 尺 t0< 惟 过 +oo ) 内 
解析 ,那么 z, 是 f(z) 的 可 去 奇 点 的 必要 与 充分 条 件 是 : 存在 
着 极限 lim f(z)= a ,其 中 必 是 一 复数 ， 

3 zp 


证 先 证 条 件 的 必要 人 性， 由 根 设 ,在 0<|z 一 zj <R 内 ,f(z) 
有 罗 朗 级 数 展 式 : 


flz2)=00t (sm a) + (2 Zo + .…， 


因为 上 式 右边 稀有 级 数 的 收 敏 半径 至 少 是 R， 所 以 它 的 和 国 数 在 
t 一 zl< 丸 内 解析 于 是 显然 存在 着 lim f(z)== ww. 
= 一 区 


再 证 条 件 的 充分 性 ， 设 在 0< 上 上 一列 <R 内 ,f(z) 的 罗 朗 级 
数 展 式 是 (8.1). 由 假 没 ， 存 在 着 两 个 正 数 MM 及 pif 拟 怕 )， 使 得 
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在 0< 上 ~zl<po 内， 
[Fz < md ， 
那么 在 {8.2) 中 到 p, 使 0<p<po ;我们 有 


M 27p MM (n=0, 款 ], 圭 2,...). (8.3) 


-1 
lo 和 一 一 
用 Ix p"*! pL 


当 n 二 一 1 一 2, 一 3;… 时 , 在 {8.3) 中 令 p 趋 近 于 0, 就 得 到 
x=0(n= 一 1, 一 2， 一 3,…), 于 是 有 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ， 条 
件 的 充分 性 得 证 . 

由 定理 8.1 可 立即 推出 : 

系 8.1 在 定理 8.1 的 假设 下 ,>, 是 1z ) 的 可 去 奇 点 的 必要 
与 充分 条 件 是 : 存在 着 某 一 正 数 p,< R, 使 得 f(z) 在 0<|z 一 zl 
< po 内 有 界 . 

其 人 次， 我 们 研究 极点 的 特征 ， 设 晨 数 f(z) 在 0<|z-zl<RR 
内 解析 , 且 十 了 1(z) 的 m (之 1) 阶 极点 那么 在 0< 上 -到 < 
及 内 , f(z) 有 罗 朗 展 式 : 


tl 十 :…: 十 1 


Ea + + 
(2—z0F (z—20)"! 2 一 有 


f(z)= 


十 go 十 Ki (2— + to (2 2 ， 


在 这 里 w- 。 夭 0 . 于 是 在 0< 上 ~zw| < 内 ， 


ft{z)= Ty [&_ to 22) (2) 


+ 
一 0 
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在 这 里 gz) 是 -个 在 -到 二 及 因 解 桥 的 畏 数 ， 并 且 wo (20) 关 0. 
反 志 ,如 果 国 数 1(z ) 在 0<|z 一 2 之 R 内 可 以 表示 成 为 (8.4) 
布 边 的 形状 ， 而 (z) 是 在 一列 < 请 内 解析 的 涌 数 ， 并 日 .gy (20) 
对 0， 那 么 不 难 推出 : a 是 六 2) 的 m 阶 极点 . 

由 {8.4) 可 以 证 明 : 

定理 8.2 设 沙 数 /({z) 在 0<|z-zo|< R(0O< RE+w) 
内 解析 ,那么 二 是 f(z) 的 极点 的 必要 与 充分 条 性 是 lim f(z) 
一 a0 » " 

证 出 (8.4)， 条 件 的 必要 性 是 有 明显 的 . 现在 米 证 月 它 的 充 
分 性 ,在 这 定理 的 假设 下 ， 存 在 着 某 -一 正 数 pm < RR ,使 得 在 0< 

l 


一 2 po 内 ， flz ) 关 0, 于 大 F(z )= 元 汀 在 0<|z 一 可 < 
py 办 解析 ， 不 特 于 零 、 而且 lim F(z)= 1im 了 二 0， 因 此 
-= 二 = 可 - 


忆 是 下 (3) 的 - -个 可 去 奇 点 ， 从 而 在 0< 上 一 名 |< ps 内 ，F(z) 有 
罗 朗 级 数 展 式 ; 


F(z2)=B+ PB (2—20)+ .+h (2— 2 
我 们 有 p= lim F(z}=0, 由 于 在 0< |z 一 zl<po 内 ,F(z) 关 0， 


由 定 旭 5.1， 可 以 设 B= B= =p, .=0，B, 了 0. 由 此 得 F(z) 
={2—z0"® (2), 其 中 四 (2) 在 上 z 一 zo <po 内 解析 ， 并 且 林 等 


于 需 (中 (5)= 及 关 0)， 于 是 在 0<lz 一 苔 <po 内 ， 


fz) Pp (7),， 


1 
{z~—z )” 
在 这 里 gp (z)= 雨林 在 1]z 一 | < po 内 和 解析， (z0) 一 w 
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=- 广 和 此 2 是 Ps 的 下 阶 极点 ， 


由 定 备 8.2 的 证 明 ， 不 难 推出 : 
系 8.2 在 定理 8.2 的 假设 下 ，z 是 了 (2) 的 天 阶 极点 的 


必要 与 充分 条 件 是 : lim (z 一 20)"f{z)= x_, ,在 这 里 m 是 一 正 


整数 ，x .。 一 个 不 等 于 零 的 复数 


定 间 8. 及 8.2 中 的 必要 与 充分 条 件 可 以 分 别 说 成 是 存 
在 有 限 或 无 穷 的 慨 限 jimy(z ). 结合 这 两 定理 ， 我 尹 有 : 


定理 8.3 设 画 数 f(z) 在 0<E 一 <R(OO<RE+w ) 内 解 
析 ， 那 么 3 是 /sz) 的 本 性 冰点 的 必要 与 充分 条 件 是 ; 不 存在 


有 限 或 无 穷 的 极限 lim f=). 


例 0 是 函数 e* 的 本 性 琳 点 ， 不 难看 出 ， lim er” 不 在 
在 . 

事实 上 ， 省 褒 正 实 负 攀 近 再， er ” 趋 近 于 oc ; 当 : 和 
负 实 轴 趋 近 于 零 时 ， 赵 近 于 零 ; 当 2z 沿 虚 轴 趋 近 于 大 村 
没有 极限 . 

由 定理 8 .1 一 8.3, f(z) 的 托 谋 奇 点 究竟 是 可 去 麻 点 、 极 
点 或 本 性 奇 点 ， 订 由 Jim7(z) 是 杰 存 在 等 情况 来 网 定 . 外 和 尔 扰 特 


拉 斯 进一步 痢 明 『 本 性 奇 点 的 性 质 ， 证 明了 下 麟 重 并 定理 : 

定理 8.4 ” 设 函 数 六 = ) 在 0<|2- < RO< R 志 十 避 ) 内 解 
析 ， 那 么 3 是 /2z) 的 本 性 奇 点 的 必要 与 充分 条 件 是 : 对 于 任 
何 有 限 或 无 穷 的 复数 y, 在 0< jz 一 | < 中 内 一 定 有 收效 主 = 
的 序列 !z }， 使 得 im fz, }=y. 


12f 


证 贞 定 理 8,1 及 8.2 ,这 定理 中 条 件 的 光 分 性 是 明 蜡 的 ， 
现在 来 证 明 必 要 性 如果? =o， 有 关 条 件 显然 戌 立 ， 因 为 二 
不 是 f(z ) 的 可 去 奇 操 ， 从 而 8) 在 任何 开 域 0< 上 下 一列 <p {RR) 
内 不 能 有 界 ， 设 y 是 有 限 复数 .只 须 证 明 ， 对 任何 8s>0 及 p> 
0(tpR), 在 0<-zdl <<p 内 ， 总 有 一 点 z 使 得 站 (z -| 
<8. 假定 这 一 命题 不 成 立 ; 亦 即 存在 着 某 两 正 数 5 及 po (所 RR)， 
使 得 在 0< 上 一 zpo 内 ， 扩 (z) 一 中 关 5 . 于 是 因数 


本 1 
# (2)= f(z)—Y 


在 0<E 一 到 <p 内 解析 .有 界 并 日 不 等 于 零 . 因此 有 是 g{z) 的 可 
去 奇 点 ， 亦 即 


gl2)=(2—20)" (2), 


在 这 里 器 是 一 个 非 负 整 数 ， 函 数 峭 (z) 在 lz 一 zj<p 内 解析 ， 并 
用 1 几 ( 四 天 0， 册 此 可 见 ， 一 ET 在 “= 5 有 可 去 奇 点 或 机 
0 
点 ， 
由 于 在 0< 上 一 zol< po 内 ， 


f(z)=7+ TE ， 


下 是 /5) 在 * 一 有 可 去 点 极点， 与 假设 相 地 盾 ， 定 理 证 
美 于 本 性 奇 点 ， 毕 卡 证 明了 一 个 更 加 深刻 的 定理 : 
定理 8.s 设 函 数 f{z2) 在 0<|z 一 zj<R(0<Rg+o% ) 内 解析 ， 
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那么 z 是 /(z) 的 本 性 奇 点 的 必要 与 充分 条 件 是 : 对 于 任 
何 复数 ? 关 20, 至 多 可 能 有 一 个 例外 , 在 0<|z 一 有 |< 怀 内, 一 
定 月 一 个 收效 于 z 的 序列 {z,}, 使 得 f(z)=y (n= 1，2， 
3 

例 0 是 ez 的 本 性 奇 点 .不 难 育 接 证 明 : 对 -于 任何 s > 0 
及 任何 复数 y( 关 0 及 吕 ), 在 0<|z|<s 内 必 有 一 点 z', 使 得 
f(z VJ=y. 

从 上 世纪 末 到 本 世纪 ,从 毕 卡 定理 出 发 ,对 于 解析 函数 的 值 的 
分 布 及 有 关 问 题 ,曾经 有 过 大 量 的 研究 工作 . 我国 老 一 斐 的 数学 工 
作者 能 庆 来 . 庄 折 泰 等 在 这 方面 得 到 了 许多 重要 成 果 , 较 年 轻 的 数 
学 于 作 者 杨 乐 , 张 广 厚 待 继往开来 ,在 这 方面 进一步 作出 了 一 些 首 
创 性 的 贡献 ,受到 世界 数学 工作 者 的 重视 . 

9. 解析 函数 在 无 穷 远 点 的 性 质 “” 设 函数 /(z) 在 区 域 RR < 上 
< +o{R2>0) 内 解析 ， 那 么 无 穷 远 点 称 为 fr(z) 的 孤立 奇 点 .在 
这 区 域 骨 ，F(z) 有 罗 交 级 数 展 式 : TY 


f(2)=Y wz, (9.1) 


二 一 江 


其 中 wx 由 与 (8.2) 相 类 似 的 公式 确定 . 
令 z= 十 , 按照 R>0 或 R=0 ,我 们 得 到 在 0<1wl< 卡 


或 0<lol< + 内 解析 的 孜 数 w (yw ) (二 ) 其 罗 朗 级 数 


2 这 定理 的 证 明 可 大 看 KH .六 . 曾 里 丽 灌 大 著 ， 闵 加 瞧 , 程 并 德 等 译 ， 复 变 函数 
9| 论 ， 高 竺 教育 出 版 社 . 
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p(w ) = > ， (9.2) 
如 时 mw=0 是 gg (wj) 的 可 去 人 奇 点 .Ct 阶 ) 极 点 或 本 性 奇 点 ， 那 
么 分 别 说 z= o 是 rz z) 的 可 去 奇 点 ,tm 阶 ) 极 点 或 本 性 奇 点 . 

这 样 ， 


(1) 如 果 当 = 1, 2, 3,.… 时 ， zx,=0, 那么 z = % 是 国 数 
ft{z z ) 的 可 去 奇 点 . 


(2) 如 果 只 有 有 限 个 (至 少 -个 ) 整 数 n>0, 使 得 x 二 0， 那 
么 >=o 是 了 7(z) 的 极点 . 设 对 于 正 整数 mn, ww, 关 0 ;而 当 n> 


上 时、x%,=0, 那么 z= oo 是 F(z) 的 Gm 阶 ) 极 点 . 按照 m= 1 或 mm 
> 1, 我 们 也 说 z= oo 是 f(z = ) 的 单 极点 或 m 重 极点 . 


ee ee 


(3) 如 果 有 无 穷 个 整数 n>0 ,使 得 x, 关 0, 那么 z= 是 
7 的 人 必用。 


与 级 数 (9.2) 的 情形 相对 应 ， > wz 及 及 Zz 分 别称 为 


级 数 (9.1 ) 的 解析 部 分 及 主旨 部 分 . 


按照 第 .二 疙 ,习题 .第 13 题 中 引进 的 定 六 ， 在 上 列 情形 {17， 
我 们 说 了 7(z) 在 无 穷 远 点 解析 . 

定理 8.1 一 8.3 以 及 系 中 .上部 可 立即 转移 到 无 劳 挝 点 的 情形 ， 
例如 我 们 有 : 

定理 9.1 设 函 数 /iiz) 在 区域 及 <|z|<+c( 及 320) 内 解析 ， 
那么 z= ao 是 f(z) 的 可 去 奇 点 , 杞 .或 本 性 衣 点 的 必要 与 充分 条 
件 是 : 存在 著 有 限 、 无 穷 极 限 tim J'2) 或 不 存在 有 限 或 无 穷 的 
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极限 lim /(2). 


系 9.1 访 函 数 f(z) 在 区 域 AR< 1zi< + (RE0) 内 解 
析 ， 那么 := % 是 f(z) 的 可 去 奇 点 的 必要 与 充分 条 件 是 : 存在 
着 某 一 数 p。 之 RR ,使 得 fz) 在 mm<1z1< + co 内 有 界 . 
上 列 定 理 及 系 的 证 明 以 及 其 他 有 关 结 果 及 其 证 明 ， 请 读者 目 
己 作 出 . 
外 水 斯 特 拉 斯 定理 8.4 和 毕 卡 定理 8.5 都 可 转移 到 z= ow 是 本 
性 奇 点 情形 ， 现 从 上 略 ， 


$4. 整 函 数 与 亚 纯 见 数 


10. 整 函数 与 亚 纯 函数 概念 ”如 第 三 澡 第 4 段 小 所 已 指出 ， 
如果 了 =) 在 有 限 旭 平面 六 上 解析 ， 那 么 它 就 称 为 -个 刺 阴 数 ， 六 
然 ， 无 穷 远 点 是 整 函数 的 孤立 奇 点 .在 幸 上 ,f(z ) 围绕 原点 的 
罗 岂 形式 也 就 是 泰勒 形式 : 


(= 了 Qn 2 ， (10.1) 
= 科 
当 乓 3 但 等 于 一 个 常数 时 ， 无 穷 远 点 切 它 的 可 去 奇 点 ; 当 太 2) 是 1 
【 苦 ]) 次 多 项 式 时 ,无 穷 远 点 号 它 的 4 阶 极点 ;在 其 他 情况 下 ,无 究 
远 点 荐 成 2 的 本 性 奇 点 ,而 这 时 六 裤 称 为 :个 超越 整 国 数 . 例 恕 e: 
sinz 及 cosz 部 是 超越 兰 拓 数 ,并 是 无 穷 远 生生 个 让 闪 上 | 
关于 歼 国 数 ， 由 系 8.1 也 可 立即 推出 重 昌 的 刘 维 杀 定 
皮 第 三 章 ， 定 理 4.4. 
和 刘 维 尔 定 埋 可 以 证 明 
代数 基本 定理 : 任何 n (之 1) 次 代数 方程 至 少 有 一 根 . 
证 到 
Plz)=%, 2 二 + 二 0 (ou 天 0 
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是 人 P{z) 至少 有 一 零点 . 


假定 Ptz} 没 有 零点 ， 那 么 到 也 是 - -个 整 函数 ， 因为 


IP l= (er + ) 
2 2 


>u (bl- ee 苹 ) (z#0), 


所 以 我 们 有 


下 一 1 | 一 
lmiP(z)=+% ，lim -=0， 


因而 -Bj 在 全 平 而 上 有 界 . 于 是 根据 刘 维 尔 定 更， -6 全 
二， z) 


等 于 零 ， 与 所 设 相 巴 盾 . 因此 P (z) 至 少 有 一 零点 
应 用 刘 维尔 定 再， 还 可 证 明 | 


点 或 本 性 奇 点 ， 那么 f(z ) 是 恒 等 于 一 个 常数 多 项 式 或 超越 整 
数 . 
证 设 z=o%o 是 f(z) 的 可 去 奇 点 , 那么 lim (2z) 为 有 限 复 


数 ， 从 而 f(z ) 有 界 ， 由 刘 锥 尔 定 理 ，f(z) 恒 等 于 一 个 常数 ， 
当 z= oo 是 fz) 的 极点 或 本 性 奇 点 时 , 设 f{z) 在 z=oe 的 
主要 部 分 是 


g(2) = oa 或 六 oy 下 


那么 z=o 是 f(z) 一 g(z) 的 可 去 奇 点 . 因此 f(z)=g(z)+ 必 ， 
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其 中心 为 -个 常数 ,证 完 . 

知 果 遇 数 /(z) 在 有 限 复 平面 上 除去 有 极点 外 ,到 处 解析 ,那么 
它 就 称 为 一 个 亚 纯 函数 . 亚 纯 函 数 是 整 函数 的 推广 , 它 可 能 有 无 穷 
个 极点 .例如 -总 一 个 亚 纯 函数 , 它 有 慨 点 ?= kx(K=0, 十 1， 
土 2.…]. 有 理 函 数 


Cn 十 区 iZ 十 就 2 十 十 2 


Bot Biz+ By + :+ Bz™ 


(ou 8B, 0) 


也 是 -个 王 纯 国 数 , 它 在 有 限 复 平面 上 有 有 限 个 极点 ,而 无 穷 也 点 
是 它 的 段 点 〈 当 产 > m 了 时) 或 可 去 奇 点 ( 当 ng m 了 时 ), 在 这 里 
0, 1,2. R17 0,1,2,…,m) 是 复 常数 ,m 及 hn 是 
正 整 数 . 

现 证 明 下 列 闭 定理 : 

定理 10,2 如 果 无 穷 远 点 是 亚 纯 函数 f(z ) 和 的 可 去 至 点 或 
极点 ,那么 f(z) 是 一 个 有 理 范 数 .  、 

证 如 果 无 穷 远 点 是 f(z) 的 可 去 奇 点 或 极点 , "5 么 可 找到 一 个 
有 限 的 及 ,使 得 f(z) 在 <R<< 引 < 十 oo 内 解析 .在 |z|<. R 上 ,f(z) 只 可 能 
有 有 限 个 极点 ,因为 否则 极点 的 极限 点 虐 不 是 极点 ,而 昌国 数 也 不 可 
能 在 这 点 解析 ,这 是 不 可 能 的 ,因此 f(z) 从 可 能 有 有 有限 个 极点 , 设 
为 2 2，… ,如 ;此 外 ,无 穷 远 点 是 可 去 青 点 或 极点 .在 每 个 极点 
附近 把 f(z) 展 开 成 罗 朗 级 数 ， 并且 设 在 点 二 的 主要 部 分 是 : 

| 1 


6 
[NM [中 一 

有 (= 一 一 
了 一 二 【z 一 三 有 z—2.F 


(一 ] ， 2， 了 Dp); 
当 无穷 近 点 是 极点 时 ， 在 这 点 的 主要 部 分 是 
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glz)= 42+ A + + dA; 


而 当 无 穷 远 点 是 可 去 奇 点 时 , 令 g (z) 二 0. 


人 A 


Flz)=/(z)—R(z), 


其 中 R(2)= 肌 (2) 十 如 (2Z) 十 … 十 有 (2)+ g(z) 是 一 个 有 理 孙 数 . 陋 数 
F(z) 除 去 zz … ,名 与 oo 有 可 去 南 点 外 ,在 其 余 各 点 解析 ;这 是 
因为 由 于 展 起 的 上 叭 :性 ,F(z) 在 2 ,2 及 cc 附近 的 罗 计 形式 
都 不 包含 主要 部 分 .因此 , 今 


Flz,)=lim Fz) (=1,2,3,...,p), 


F(z) 就 已 个 有 界 整 隐 数 ， 由 刘 维 永定 理 ， F(z)= 忆 (常数 ), 
从 面 (2)= R{2)+ 忆 ,证 完 , 

“11. 无 穷 葬 积 ”-- 般 整 函数 可 以 看 作 是 多 项 式 的 推广 ,我们 知 
道 , 多项式 可 以 按照 其 零点 分 解 成 有 限 个 因子 的 羔 积 ,这 一 -结果 世 可 
推广 到 有 无 穷 个 过 点 的 浆 畏 数 , 即 可 把 它 接 其 零点 分 解 成 无 穷 个 
因子 的 恢 积 . 为 此 ,我 契 ] 先 引进 无 穷 乘积 的 定义 及 一 些 性 策 . 

已 给 一 复 急 座 列 妇 直 设 Vke 和 RN 一 {10}, p, 关 0. 如果 当 -> 
+oo 时 ， 部 分 沫 积 


ki 

闭 么 我 们 说 无 穷 乘积 
ri CT) 
=1 

收 化 于 值 P 


显然 ， 让 pe=exp {In pi) .我们 在 上 述 定义 中 规定 六 关 0 
1 x=! 


及 P00, 是 为 了 把 无 穷 乘 积 ( 11.1 ) 及 级 数 三 nm 相对 照 进 行 研 究 ; 


等. 
{41.1) 收 人 钱 时 ,我们 有 


pe 


mt rr 


亦 是 
lim p= 1. 


因此 (11.2) 是 (11.1) 收 化 的 -个 必要 条 件 : 


+ x: 
TT (+a}, 
kl 


泗 且 这 “无穷 乘积 收 筑 的 必 材 条件 是 


lin a,= 0. 


[i 


-C11. 二 个 的 了 胶 钱 性 ， 有 下 询 定 理 : 


志 理 11.1 设 yked 一 i101， 复数 1+ a 0., 那么 


1 1, 1 与 级 数 


vIn(l+a) 
Pe 


汪 人 直 记 作 cxpft2) 盛 espz 


市 且 在 序列 {ps} 中 只 要 有 -一 元 素 为 零 ， 那么 {P 的 极限 必然 是 


(11.2) 


Cll.1 人 


光 穷 乘积 


(11.3) 
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同时 收敛 或 同时 发 散 ， 这 里 
In{l+a)=ln|l+al+ iarg (t+ a.), (11 .4) 
而 且 
—n<arg(l+a)e nr (11.5) 


证 设 (11.3) 收 敛 于 5S， 并 且 把 它 前 几 项 的 部 分 和 表示 为 
S ;那么 5S, 一 Sn 一 十 w) ;从 而 


p=] (ta)=e»e #0 +0%), 
到 一 | 


即 (il .1 四 伍 . 

相反 池 , 没 位 1 .1 0) 收 伍 ., 即 刁 , -> Pz0(n 一 十 wm ). 级 
数 (11.3) 的 各 项 宝生 条 件 (11.4) 及 (11, 5). 显然 ,S 等 于 瑟 的 对 数 
的 - -个 值 .我 们 喷 证 明 ,(11.3) 收 繁 于 已 的 对 数 的 一 个 值 ,但 是 这 
时 中 六 的 对 数 的 虚 部 不 一 定 满 足 (11.4) 太 (11. 5 型 的 条 件 . 为 
方便 计 , 用 ln 及 arg 表示 满足 这 种 类 型 条 件 的 对 数 及 其 虚 部 ， 

由 于 P,P 一 1， 我们 有 In(P,/P) 一 0(m 一 +o)， 于 是 
he ,使 得 

tn (P,/P)=5, — laP+2hni, 

从 而 

tn (CP,,, /PIn(P /P= SSF2(h ,hy) ni 

= (lt+a})t 2 — hh }ri. 

因此 


arg{P,,/P)—are (P/P)=arg(l+a,)}+2(h, ,1—h,)ri. 
(11.6) 
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因为 当 n 一 +o0 时 ,(11.6) 的 左边 趋 近 于 零 , 又 因 (11.5) 成 六 ,所 
以 对 于 充分 大 的 n,(11.6) 只 有 在 如 41= 和 时 才 可 能 成 立 , 二 是 对 
于 充分 大 的 n, 有 ,等 于 一 个 固定 的 整数 ,从 i 潭 由 


In (P,/P)= 58, InPp+ 2hni 
即 得 
S— InP+2hritn— + ) 
定理 11.1 说明 无 穷 乘积 的 收敛 问题 可 归结 为 级 数 的 收敛 问 
题 .如 果 级 数 (11,3) 绝 对 疏 伍 ,我 们 说 无 穷 乘 积 (11.1 绝对 收 化 . 
由 于 这 时 级 数 (11.3) 收 伍 , 无 旁 乘 积 (11.1 ?也 收 长 .关于 无 穷 乘 
积 的 绝对 收 全 性 ,我 们 有 更 简单 的 判别 法 . 
定理 11.2 无 穷 急 积 (11.1 人 ) 绝 对 收 和 伍 的 必要 与 充分 条 件 


是 级 数 8 a, 绝对 收 熏 
五 一 
证 ”由 本 章 (4.9) 式 ， 当 加 < 工时 ， 


1 ntl+z) 
z 


=| 荆 > -L 2 
-| 去 : + 


去 {lz|+ | 于 十 …)= 


1 
2 
这 里 对 数 取 的 是 主 值守 的 值 ， 于 是 当 j< 放 时 ， 

1 . 3 

本 加 <lntli+zjl< 3 bl. (11.7) 
由 此 就 可 完成 定理 的 证 明 . 


我 们 现在 研究 因子 是 解析 吓 数 的 无 穷 乘 积 . 
引 理 11.1 设 tu.(z)} 是 在 区 域 p 内 解析 函数 的 序列 ， 
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并 且 在 万 内 ，1+A(z) 天 以 天 E 区 - 刘 分 ,如 果 级 笋 了 工 18(z 咱 在 
D 内 内 闭 一 致 收 合 ， 那么 光 穷 乘积 


TI C+ us) (11.8) 
= 


在 DD 内 内 闭 一 致 收敛 于 一 个 不 为 堆 的 解析 函数 f(z). 
无 并 磁 积 在 DP 内 内 闭 -- 致 收 伊 ， 就 是 指 序列 i TI {1+ (2) 


在 DD 内 内 闭 -至 收效 ， 

证 委 (11.7, 级 数 工 mt 1+ wx(z))| 在 D 内 内 了 闲 … 臻 收 化 ,从 
而 In(1 寺 txtz)) 在 DD 内 内 闭 一 致 收 人 钱 于 -- 个 下 DD 内 解析 的 函数 ， 
这 里 及 以 下 的 In 都 满足 (11.4 ) 及 (11.5) 型 的 条 件 . 因此 无 穷 乘 
积 (11.8) 收 化 于 一 个 在 歼 内 无 零点 的 解析 函数 


jz)=exp( in(l+u(2))). 


现 证 明 无 穷 乘积 在 D 内 内 闭 -- 致 收 全 : 玉 (2 设 严 是 局 内 
一 全 有 界 闵 集 , 并 且 设 籽 = maxtr(z)ljiyes(0， M3 于 In(1 十 
uw (z)) 在 下 上 一致 收敛 ， aN= N{E)>0, 当 n> Ne 天 时 ， 


| 了 In (lt) < 一 < 
t=m+1 


从 而 令 (z) == 轿 (1 二 机 (2))， 驶 有 


mi 5) -op (Eu )】 


re ) 一 1 {1+w(z) | = 


132 


exp GE 4 。 一 exp (Eu 中 


E ] 6 : 
<M( 襄 + (3 六 ) 


无 穷 乘积 可 以 扩张 别 有 限 个 内 子 是 零 的 情形 ， 设 在 无 穷 科 
各 (LTD 当天 > 整数 加 >1 时 , ps¥0, 这 时 如 果 天 

: =n 
收 敏 ， 那 么 我 们 说 (11.1) 收 化 


投 昌 tr 
Lp " [I 有 
二 | = 二 
如 果 对 于 虹 些 关系 而 世 =0. 那么 就 说 (11.1) 收 化 了 值 稚 . 这 样 , 收 
北 的 无 穷 切 积 的 供 是 零 的 此 要 与 充分 条 件 是 有 一 个 或 有 有 限 个 因 
装 似 地 可 作出 有 限 个 因子 是 起 的 无 穷 乘积 绝对 收 竹 的 定 浆 . 
对 于 岗 季 是 解析 国 数 的 乘积 ， 如 果 有 关 区 域 中 其 些 点 是 有 限 个 
因子 的 零点 ， 也 可 相应 地 作出 收 煞 ,绝对 收 皱 及 一 至 收 全 的 定 
X. 
定理 11.3 设 {u(z) }( ke* 一 10}) 是 在 区 域 D 内 解析 
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函数 的 序列 ， 并 且 满 足下 列 条 件 : 
1) 所 有 1+ ux{z) 的 零点 集 在 DD 内 没有 聚 点 ; 
2)DD 内 任 一 点 只 可 能 是 有 限 个 1 + ww(s ) 的 每 点 ; 
3 三 wtz 咱 症 DD 内 内 闭 一 致 收 第 ， 
pap (11. "> 在 DD 内 收 全 于 一 解析 函数 /{z)}， 而 且 f(z) 


证 任 取 有 界 闭 集 F DD， 由 1) 及 2)， FF 内 只 有 有 限 个 点 
是 1+w(z){ke 则 一 {0 的 零点 ， 而且 每 个 这 样 的 点 只 可 能 是 
有 限 个 1+atz) 的 零点 . 因此 习 a= (使 得 Y > 六 1 二 下 他 ) 


#0 (ze DD)， 自 3) 及 引 理 11.1，] (1+w(z)) 在 F 的 内 
二 二 村 上 


部 内 闲 一 臻 收 租 ， 从 而 (11.8) 在 天 的 内 部 收 和 伍 天 一 解析 图 数 ， 
由 于 DD 是 所 有 有 界 团 集 Fc D 的 内 部 的 并 集 ,并且 由 二 解析 函 
数 在 DP 内 的 唯一 性 ， 就 可 得 到 定理 的 结论 

“12 . 整 画 数 的 无 穷 乘积 展 式 ”人 先 证 明 一 个 引 理 ， 邻 


Eu(z)=1~z, 
E -ap (er + 这 
2 k 
(k= 1, 2,，… ) 
我 们 有 
引 理 12.1 当 |zi< 1 时 ， vkeN, 
| -有 (zj la, (12.1) 


证 对 于 =0,(12,1) 显 然 正 确 ， 对 于 天 z 上 | 通过 计算 即 
得 


全 下 的 内 部 就 是 一 BF, 这 里 8 严 表 示 下 的 边界 . 
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| 


—E(z)=z exp 人 t 全 + ) 
关 此 一 Bi(z) 在 z=0 有 无 阶 零 点 而 且 它 在 0 的 泰勒 展 式 中 
的 系数 是 非 负 实数 ， 尺 因 


mA 
[0 


所 以 1 一 EE(z) 在 z=0 有 kk 二 1 阶 零 点 令 
ow (2)=(1—E,(z)) /+, 
那么 wp {2)=Ea, zz ,其 中 所 有 aw, 衬 0. 因此 当 z| 所 1 时 ， ipl ji 和 a 
opt1)=1. 引 理 得 证 . 
现在 研究 整 函 数 的 因子 分 解 问题 ， 先 证 明 : 
引 理 12 ,2 ”如 果 整 函数 六 =) 没有 零点 ， 那么 


f(z)= es 


其 中 g(z) 是 一 整 函 数 . 
证 显然 , /《z)/(z) 也 是 一 整 的 数 ， 从 而 是 下 列 整 函数 的 


eae 
so | 人 人 
导数 .可 算出 整 国 数 7 六 sz Je-5a 呈 的 导数 便 和 等于零， 于 是 了 (ze sr 
一 4 (常数 )，5| 理 得 证 ， 
设 整 冰 数 了 (z) 在 原点 有 m( 宕 0) 阶 零 点 ， 此 外 还 有 零点 古 ， 
4， 其 中 本 (全 1) 阶 零点 在 上 列 有 限 序 列 中 出 现 m 次 ， 
于 是 函数 


MDAe 自 人 二 
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在 下 一 ao 中 解析 ,而 10,oea pe 中 每 一 点 都 是 大 了 ) 
的 可 去 奇 点 .因此 所 z) 表 示 一 个 没有 等 点 的 整 阔 数 ,由 3| 理 12.2 
就 得 到 


19- 和 (三) 


其 中 g{z) 是- 殖 图 数 . 
F 列 定理 中 作出 具有 无 穷 个 已 给 零点 的 整 函数 ， 
定理 12.1 设 le cg&,a 关 0 ,并 且 lim a,=% { 有 些 刀 可 


能 相等 )， 如 果 习 电 jc 区 , 悚 得 Vr>0， 


+ F patl 
(二) 90， {12.2) 


那么 


atz)=T E, (2/a,) 12.3) 
月 一 1 


如 果 “ ey 那么 4 是 fz) ) 的 严防 零点 . 

全 如 取 p,=n 一 1 那么 vr>0,(12.2) 成 立 . 

证 1a,} 是 (12.3) 中 无 穷 溢 积 所 有 的 因子 的 零点 构成 的 序 
列 ; 这 些 规 点 的 集 显 然 在 名 中 满足 与 定理 11.3 中 人 条件 1) 及 2) 
相应 的 条 件 ， 要 证 明 (〈 12 .3 ) 中 无 穷 匡 积 收敛 手 整 范 数 ， 由 定 
理 11.3, 只 须 证 明 Yr> 0， 


Fl-E,(z/,) (12.4) 


在 |z|g&r 上 一致 收 人 敏 ， 同 定 fr >0, 党 下 充分 天. 旦 zl 所 时 ， 
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ja 过 1 于是 由 中 理 12.1， 


站 


(1 -65, (ze ji<| 


z en! .a 
a * ( 古 ) 
由 条 件 (12.2)，({12.4 ) 在 加 入 上 -化 收 辫 . 
yrf 交 0, 当 n 完 分 大 和 时，|al>27, 亦 芭 ras 12， 因 此 

到 p=# 一 1， Vr>0,{12.2) 成 立 . 

定理 中 其 他 结论 是 明 昆 的 . 

关于 - - 般 有 有 无穷 个 零点 的 整 国 数 的 无 穷 磁 各 展 式 ， 外 尔 斯 
特 接 斯 证 明了 下 列 定理 : 

定理 12.2 设 整 函数 六 zz) 在 z=f 有 ED) 阶 零点 (= 0 
走 六 1(0) 短 0)}， 其 余 无 穷 个 内 点 可 按 其 阶 数 排 成 一 个 序 齐 ia,} 
(每 个 mi 阶 零 点 在 这 序列 中 出 现 mr 次 )， 那 么 在 在 着 一 个 整 
函数 g (z ) 及 一 个 序列 引入 ,使 得 . 


f(z)= res 有 E, {=70,) (12.5) 
mwl 中 


证 由 定时 12.1, 丑 了 pc ,使 得 现 阅 数 


所 2 一 下 [IE, (z/a,) 
n=1 nt 


号 挛 z) 有 相同 的 去 点 ， 并 且 每 个 过 点 有 相 回 的 阶 数 . 于 是 孙 
数 2)AA(2) 在 全 一 420} 一 {0} 解析， 而 在 z=0,e cs … 有 可 
友 奇 点 ， 因 此 了 (z) A(z) 可 表示 一 个 没有 零点 的 六 孙 数 . 由 引 理 
12.2 就 得 到 定 埋 的 结论 . 

例 求 sinrz 的 无 穷 乘积 展 式 . 

解 sinrz 的 零点 是 z= 十 (neEB)， 贞 由 所 有 这 些 点 都 
是 - 阶 零 点 ， 取 定 埋 12.1 及 定理 12.2 中 的 p=1, a_1= 一 n 
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a 一 n(n 之 1)， 那 么 Yr>0,(12.2) 成 立 ， 从 而 


sorese | oa)(1+ 方 J 本 )- 
(二) 二 | (12.6) 
n n 


其 中 g(z) 是 一 整 销 数 ， 在 下 一 段 未 ， 可 以 断定 g(z) 是 一 常数 . 
又 因 


lim (sinrz/z)=x, 
2 


所 以 在 (12,6) 中 , er 路 =x. 
由 定理 11.1 ,无穷 磁 积 (12.6) 及 相应 的 (11. 3) 型 的 级 数 绝对 
收 仇 .从 而 在 乘积 中 可 以 合并 与 一 n 及 n 相应 的 项 ,最 后 得 到 


sinxz 一 > 站 (三 ) (12.7) 

“13. 亚 纯 函数 的 部 分 分 式 展 式 ” 亚 纯 函 数 可 以 看 作 是 有 理 函 
数 的 推广 .有 理 函 数 可 以 写成 两 个 多 项 式 的 商 ,或 者 写成 部 分 分 
式 展 式 .这 些 都 可 以 推广 到 亚 纯 函数 .首先 应 用 定理 12.1, 可 立即 
得 到 : 

定理 13.1 任何 亚 纯 函数 是 两 个 整 函 数 的 商 . 

证 已 给 亚 纯 函 数 六 zz)， 可 以 作出 一 个 整 函 数 所 2z)， 使 得 
它 的 所 有 零点 六, b,…(B, 5，… 互 不 相同 ) 拾 好 就 是 f(z) 的 
所 有 极点 ， 并 且 使 得 零点 与 相应 极点 的 阶 数 相 同 . 于 是 蚊 数 g1z ) 
=f( 三 ) Fal 2 ) 在 GC— { bh + 六 } 肉 解析 ,并 县 以 bh phys 为 可 去 
奇 点 . 因此 8 (z ) 确 定 一 个 整 函 数 , 并 旦 FE)= 8 (z)v RE) 、 
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设 亚 纯 销 数 7{z ) 的 所 有 极点 起 B= 人 0, Do， 
bp, 互 不 相同 )， 并且 f(z) 在 力 线 这 些 极点 的 罗 朗 展 式 中 的 主 
层 部 分 分 别 是 PC 17z2), P(A( 2- , Pt 1/(z—4,)), 
于 是 铺 数 


g (2)=/f(z)— Eos 5 ) 


在 一 和 0, 6 … 5, 内 解析 ， 而 6 …，, 5, 中 每 -- 点 都 是 可 
去 奇 点 ， 从 而 g (z ) 人 确定 -- 个 整 函 数 .因此 我 们 有 


eel pa jz) (13.1) 


这 就 是 f(z ) 的 部 分 分 式 展 式 . 


rr 


如 果 虹 纯 锐 数 有 无 穷 个 极点 ,那么 与 (13.1) 中 和 式 相 对 应 的 
无穷 级 数 在 极点 以 外 不 - - 定 收 义 .我 们 要 从 有 关 级 数 每 -项 中 减 
去 一 个 适当 的 多 项 式 , 使 得 所 得 级 数 在 极点 以 外 收敛 ,从 而 可 以 得 
”到 与 (13.1) 相 类 似 的 结果 

下 列 定 理 中 作出 具有 无 穷 个 已 给 极点 并 且 上 其 有 相应 的 二 要 部 
分 的 亚 纯 函数 : 

定理 13.2 设 {b}c8,0=b<lbl<bl<. < bl< ..， 
并 且 im b,= oo . 设 己 ( 旨 是 不 含 常数 项 的 多 项 式 ， 那 么 存在 多 


项 式 OQ (6)(n> 1),， 司 得 


h OA 六 三 f (二 六 on (13.2) 


是 亚 纯 函数 ，h(z) 的 所 有 极点 就 是 {4b,} 中 的 所 有 点 , 并 且 和 极点 
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有 相应 的 主要 部 分 是 P,( -区 ) 
证 故 虑 bp, ,其 中 此 宕 1 的 数 P (1zxfz 一 太 访 在 | 下 < 有 | 内 解析 ， 
并 及 围绕 原点 可 展开 成 泰勒 级 数 
十 2 十 十 十 2 十， 
现 倘 计 这 纵 数 的 系数 ， 设 
M,= = ma {Pl Az —b, Yl}. 


pri 
出 本 童 (4.1) 及 上 况 (4. 16) 式 ， 我 们 有 
aus MADABIY” 
取 和 十 整数 Mls , 今 


Qi (2)=ay Tt ar z+ et an, 


那么 当 <b1A 轩 时 ， 
2 ff 2 Ne 
< 人 时 ) | 站) 十 


"(a )ee 


更 到 定 ma 使 得 2 之 M2 .那么 当 争 去 上 B 由 4 时 ， 


] 
区 PE 六 2) < 
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司 相 ， 当 王 裤 站 | 有 乏 志和 其 而 二 友 志 | 人 4 时 ， 


| 元 六 oc 下 


因此 当 |z| 拟 有 B74 时 ， 


( 吉 )edl 


- 致 救 全 ,于 是 在 |z|<|81A4 内， f(z) 除 有 若 于 已 给 极点 , 并 
开 其 有 相应 的 主要 部 分 外 ， 到 处 解析 ， 
由 开 Tim 六 一 oo ,了 (z=) 满足 定 备 13. 1 的 结论 中 的 条 件 . 


证 完 . 

山 定 旨 13.2 可 立 如 推出 : 

定理 13.3 误 亚 纯 函 数 /(z) 的 极点 b, (ne 说) 满足 定理 
13.1 中 的 条 件 ， 那 么 存在 多 项 式 0O,{z)(n 之 1 ) 及 整 函 数 g(z}， 梧 
得 


oa te) en] aa 


上 列 定 理 是 米 堪 格 一 列 夫 勒 得 到 的 , 它 是 关于 在 六 二 的 下 纯 
师 数 的 .我 们 定义 在 一 区 域内 的 亚 纯 明 数 是 在 这 区 域内 除 有 - 些 
外 到 处 解析 的 乓 数 . 米 塔 格 - 列 夫 勒 曾 经 把 定理 13.3 推广 

“ 般 区 左上 内 的 亚 纯 无数 . 上 站 中 关 王 整 国 数 的 无 穷 乘 积 展 式 的 
证 3 可 以 推广 到 一 般 太 域内 解 本国 数 情形 . 定理 13.1 岂可 
推广 到 - - 般 区 域内 亚 纯 晃 数 情形 ' . 


1 参看 M. Herv &; Les Fonctions Analytiques + Presse LImiversiiaire de Fra- 
noe 1982 . 
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例 1 求 r2zvAsinzrz 的 部 分 分 式 展 式 
解 mAinzrz 的 极点 是 z= 土 n( ne 时 )， 它 与 z=0 相应 
的 主要 部 分 是 1/22; 由 下 sinix(z 一 n) = sinzrz, 它 与 z=n 相应 
的 主要 部 分 是 1 Az 一 #2 与 1 棚 比 较 ， 可 见 级 数 
x ] 
》 Ty (13.4) 


有 三 


在 z 取 nn 时 收 鳅 在 任何 紧 集 上 , 队 去 可 变 为 无 穷 大 的 项 , 而 
得 级 数 一 致 收 铸 ， 因 此 我 们 有 


+ 
2 a 


Sin27z 


二 之， 让 -1 二 87)， (13.5) 
其 中 &(z) 是 一 整 函数 ， 下 面 证 明 g(z) 伍 等 于 零 


显然 ，rz/sin2 rz 及 级 数 (13.4) 有 周期 1. 于 是 g{z) 也 有 
周期 1. 令 Rez=x, Imz 二 y. 由 第 二 章 ， 习 题 11， 


lsinzzl: = coshiry + cosinx. 


因此 当 xel10,1],lp| 一 十 op 时 ，rzvsinzrz - 致 趋 近 于 零 . 

另 一 方面 ， 当 xe[0.] ,中 >1 时 ， 级 数 (13.4) 绝 对 并 一 致 
收 藤 ， 于 是 Ye>0， 习 ww=mwfs)e 耻 -10}， 使 得 当 xe[0,]]， 
1?1 > 1 时， 


1 £ 
| 
之 ， 《2 一 正六 2 


其 次 ， 了 = 了 (8 )>1, 使 得 当 xe[0,1],y > 时 ， 


守 所谓 必 上 确定 的 坚 数 站 (=) 有 周期 1 ,就 是 说 zeG,f(z+ 1)=f(z). 
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l 


CE (2—n) 


< 忆 
了 


因此 当 xe [0,1],bl> + % 时 ,级 数 (13.4)-… 致 趋 近 于 零 . 

由 (13.5), 当 xe[0.1 ,pf> +oo 持 ，g (z) 一 致 赵 近 于 零 ， 
于 是 g{z ) 在 迭 形 0< Rez< 1] 上 有 界 ; 由 周期 性 ， 整 冰 数 g(z ) 在 
侣 上 有 界 .由 刘 维 尔 定理 及 以 上 结果 ，g ( z ) 在 G 上 恒 等 于 霉 ， 从 
而 


Tn: pes 1 


Hm ,np (13.6) 


例 2 求 zcotrz 的 部 分 分 式 展 式 ， 

解 rcotrz 的 极点 是 z= 十 n(ne 订 ). 它 与 z= 相应 的 主要 部 
分 是 1A(z 一 nm), 当 n 了 0 时 , 1Az-n) 在 z = 0 的 泰勒 展 式 是 
一 1 一 ze 一 … 与 (1 ) 相 比较 ， 可 见 级 数 


1 1 1 lv az 
z :5 ( Zz—nn + n )- z + n{z—n) 


在 zn 时 收敛 ,在 任何 紧 集 上 , 除去 可 变 为 无 穷 大 的 项 , 而 
得 级 数 一 臻 收敛， 因此 我 们 有 


rcotrz= 十 二 了 
z 民 关 位 


1 1 
( 2 + 二 js， (13.7) 


其 中 8 (z) 是 一 整 国 数 . 在 (13.7) 两 边 取 导 数 ， 得 


A2 士 汇 


加 1 , 
sininz (z—n) +g (z). 


TT 二 一 区 
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与 (13.6) 相 比较 ， 可 见 g 《2z) 恒 等 于 壹 从 而 gz) 昼 竺 于， 
常数 C; 现 确定 如 下 ， 

把 {13.7) 所 含 和 式 中 与 nn 及 一 n 相应 的 项 合并 ， 我 们 有 
nCot nz = lim 了 : 


mtr nm 


+ 


上 式 两 边 所 含 z 的 钞 数 都 是 奇 孙 数 ， 因 此 必然 有 =0. 于 是 得 


(13.8) 


应 用 (13.8),， 可 以 十 明 (12,6) 中 的 整 峭 数 g(:) 是 -常数 ， 
在 (12.6) 两 边 先 取 对 数 ， 然 后 求 导数 ， 即 得 


FCOt n2= J + (= 1- 十 二 js 《2 


2 


(13.8) 相 比较 :可见 g“《z) 恒 等 于 零 , 从 调 (12.6) 中 的 gg(z) 
一 常数 ， 
习 题 四 


1 设 已 给 复数 序列 ;= 如果 lim = ， 其 中 是 有限 香 数 ， 有 那么 


2. 证 明 : 任何 有 界 的 复数 序 别 -- 定 有 -个 收 合 的 子 序列 ， 

3. 证 朋 在 两 相 乘 级 数 中 ,一 个 收 合 , 一 个 绝对 收敛 时 ， 第 ] 段 沾 基于 柯 丁 
乘积 的 结果 仍 成 立 . 

4. 证 明定 理 2.1 及 2.2 . 
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5. 试 求 1 


(DF ,其 中 lg <1; 


一 0 
(2) 9 2 
上 二 | 


G3) hr" ,其 中 是 让 整数 ; 


(他 ) [3+(— 1]; 
一 业 


上 
05) 和 

上 一 

i hb ,alat Ll Wt 2 
(Or ert 


+ at lata— lptbt+1}...(p+n—1) 


i PE 
Aletet TY) Cran-1) zt 


具 中 ,b,c 是 复数 , 但 < 不 是 零 或 负 正 数 . 
6. 设 在 1zl <RR 内 解析 的 瑶 数 f(z ) 有 泰勒 膀 式 
flz }= 20+ oz 十 22 十-… -十 go 二- 

试 证 : {1) 令 Mr) max re” 站 ,我 们 有 


ef 


Mtr) 
, 
Io - 


( 柯 西 不 等 式 )， 


在 这 里 用 一 站 。 1], 2， 7 ;Or RR. 
(2) 所 (证 明 刘 维尔 定理 ， 
(3) 当 Dar<R 时 ， 


2 
去 | lre™ Pa = -> alr . 
7. jiF 曙 :如 果 在 lsjr 上 及 各 <p 内 ,我们 分 别 有 
+ +z 
flz)=Y> dan 及 glz)=》 Pe 
EH n= 
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其 中 0<r 及 p< 二 6 ,而 且 了 (2 ) 在 |z|sr 上 连续 ， 那么 在 上 <pr 内 ， 
5 二 三 | 世 ， 
Ee rr /ea( ) Ce 


8. 设 z 是 任 一 复数 ， 证 明 le 一 1< et 一 1 & lzlet. 
9. 求 下 列 解 析 隔 数 或 多 什 函 数 的 解析 分 枝 在 z=0 的 泰勒 展 式 : 


2 
0 siniz; ol ecow; G) (Ln 过 ) ; 


二 


(4) {2 一 2) ; (5) tgz (计算 到 的 系数 ). 
10. 设 f{z) 是 一 整 函数 ,并 且 假 定 存在 着 一 个 正 整数 六 以 及 两 个 
正 数 灵 玉 对 ,使 得 当 |z| 之 RR 时 ， 


FG)ls ml. 


证 明了 f(z) 是 一 个 至 多 rn 次 的 多 项 式 或 一 常数 ， 
11. 求 下 列 解 析 函 数 或 多 值 哨 数 的 解析 分 枝 在 指定 区 域内 的 罗 朗 虹 式 : 


z 


er - . 
(1) TT 在 0<|z<1 内 |; 


] . 


- 


{3) sin 在 0<|lz- 下 <]1 内 ， 


z 一 | 


(4)e :73 在 2<|z| < 二 oo 内 ; 


(5) 在 0<|z+1<1 内 ， 共 中 0<a<]; 


1 _. 
zl++z) 
(6) -型 邯 在 0<lz-1<1 及 0<lz+ll<l 内 - 

12. 问 下列 各 函数 有 哪些 孤立 奇 点 ? 各 属于 哪 一 种 娄 型 ? 


2 一 ] 


0) sa ; (2) ctgz ; 


了 346 


(03) -一 ,其 中 心 是 一 常数 ; 
Slhz 一 SIN 
】 


gt 
(4) 所 一 


(sy sn 


1 一 2 
13. 证明; 在 扩充 复 平 面 上 只 有 一 个 一 阶段 点 的 解析 函数 闻 z 必 有 下 
面 的 形式 ; 


fe) 和 ,a6—pr#0. 


14. 设 函 数 /z) 在 z=zo 解析 ， 并且 它 不 恒 等 于 -常数 ， 试 证 z=z0 是 


flz) 的 m 阶 零点 的 必要 与 充分 条 件 是 : z=zo 是 的 m 阶 极点 . 


_ 1 

f(z) 

15. 设 冰 数 f(z ) 及 g (z ) 满 足下 列 条 件 之 一 : 
(Jrfz) 及 g(z) 在 分别 有 产 阶 及 4 阶 零点 ; 
Jr) 及 8(z) 在 2 分别 有 六 阶 及 于 阶 极点 ; 
(3)7z) 在 20 解析 或 有 极点 ，g (z] 在 2 有 手 立 本 性 奇 点 ， 


试 间 /G)+8 (2), f(z Jalz) 及 EE} 全 如 具有 什么 性 版? 


16. 设 阔 数 f(z ) 在 区 吉 DD 内 解析 ， 证 明 : 如果 对 某 一 点 zoeD 有 
fn)=0,n=1,2,., 


那么 , ftz ) 在 DD 内 为 常数 . 
17. 问 是 否 存在 着 清 足 下 列 条 件 ， 并 且 在 原点 解析 的 国 数 Fifz )? 
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在 送 里 #4=1,2, ， 
18 . 亏 数 sin 的 零点 一 二 全 土 1, 上 2 工 3 .所 成 的 


集 有 加 点 1, 但 这 蚂 数 不 恒 等 十 天 人 问 这 与 解析 示 数 的 瞧 -… 性 是 在 相 于 后 

19. 设 区 城内 含有 一段 实 轴 ， 区 设 陋 数 皮 (xy) 十 ivp(x,w 及 

ut{s, Otir tO) 
都 在 D 内 解析， 求证 在 DD 有 内 
uor tiv trp ln (0 ) + iv{tz,0}., 
20, 按 其 上 下列 步 枝 ， 证 明 占 明 数 六- 可 生成 下 列 隧 式 : 
ft sto (1+ (1 
Faas (2 to ~ + . (]} 

其 中 xn、 7 1 yr 是 是 禾 常 数 ， 

(二 rtp) 圾 未 剧 | 二 pp. 具 :pp >] 

a) 证 明 : 对 于 = 1,2,…. 积 分 


Ei 
ipl 【一 i Yr 


的 值 号 p 无 美 ; 形 极 限 求 出 它 的 值 . 同样 计算 
及 aw 
A 7 rp) Wei 


b) 设 整 消 数 /z 的 展 式 (1 在 2 中 任何 紫 集 上 - 煞 收 伐 ， 证 明 甸 于 
太 E 对 (1) 的 系数 可 由 下 州 积 分 给 出 : 


1 Forldr 1 Fw Jadw 
yr pm Te 一天 tl 2ir i Hw 1 YT 


(2)a ) 用 递 推 东 正明 : 如 果 x 及 wo 有 是 )b) 中 公式 给 出 ,时 么 
对 于 |zl<p， 


Fa) go- A Fa 21} 
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_ i fw dw 
ir Dy Ci ET 


把 下 太 中 积分 记 作 R=). 
) 流 D, 天 全国 它 在 人 下 各 的 加 本 证 四 适当 和 妥当 
十 天时，R FE D，1: - 笋 趋 近 填 零 . 
(3 最 后 证 得 : 条 7 和 (用人 用 并、 过 - 展 式 是 唯一 的 ， 并 在 
和 -人 敏 收敛 . 
,法 1 Kner 是 -复数 序列 . 
和 


= 上 


FE }= 于 是 在 单位 国 徐 内 依 定 的 IN 身 ， 


(2) 设 天 0. 证 明 : 如 果 级 数 的 愧 伐 卡 径 不 是 壳 ， 时 么 习 r>0 ， 
使 得 级 数 和 是 在 中 < 内 阴 定 的 内 秀 ， 
(3) 设 孙 数 gf 在 -点 王 的 邻 成 内 解析 并且 8 1z0 涯 0, 那么 g (2) 
基 在 = 的 一个 仓 咸 内 晴 定 铭 内 射 . 
22. 证 邹 ; 


十 区. 国 1 i 
oO 二 站 村. 
1 


IM < +) . 


= 上 二 


G3 1 GE 二 在 上 绚 村 并 是 内 闭 … 致 收 做 


“3.41) 设 0<lg|<1, 并 昌 HE 各 r<<4, 证明 


|+r 


z+ |x|= < | 
1—r 


(lz )x 


121 设 和 fic ;并 0<|z|<1, (一 四 < + 让 明 无 穷 乘 积 
_ n=| 
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| 项 一 人 
az)=1] a ( 1 一 oz ) 
在 单位 加 盘 内 内 闭 一 臻 收 敏 ,并且 18(zj|< 1 
8 (z ) 称 为 布 拉 施 克 乘 积 ， 
(3) 取 人 {他} 满足 0<lz| <1 以 及 玉 (1 一 ln) <+o0, 使 得 V9e [0.2r) 
和 一 1 


em 是 fe 的 聚 点 . 
“24. 证 明 : 


(cos m= (- 二 ) 


Nz x2 1+(-1yz 
(2 )¢os 4 sin 二 -i( Dr . 


“25. 设 后 及 {5}cG, 并 且 #0， lm 0%=o0. 


ie | 


(1) 设 选取 {天 ,}c 风 ,使 得 Yr > 级 数 


十 下 kn pb 

-=| (去 ) a 2) 
绝对 收 合 ,证 明 

十 号 kyr pb 

2 (三 ) a (3) 


表示 侣 上 的 一 个 亚 纯 函数 ， 其 极点 为 a ， 
(2 证明: 如 果 lim |b,| <+o0, 记 =n (n=1,2,.…) 那么 Yr >0 
级 数 (1 ) 绝对 收 鳅 . 
(3) 证 明 ; 如 果 导 ke 民 , 使 得 级 数 
pb 


1$0 


)， 那 么 Yr>0, 级 数 1) 绝对 收敛 . 


绝对 收 敏 ， 并 且 如 果 护 = 开 (ma=1)2 
(4) 证 明 : 如 果 级 数 (2) 表 示 @E 上 的 一 个 亚 纯 函数 f(z )， 那 么 


二 (二 让 


)= 六 _ bn 
/2 一 + 名 |1+ 去 + (三 
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第 五 章 留 数 


31. 一 般 理 论 


1 . 留 数 定理 留 数理 论 及 其 应 用 对 复 变 随 数 论 的 发 展 起 过 
一 定 的 推动 作用 , 本 章 首 先 讲述 留 数 的 - - 般 庭 论 , 然后 讲述 它 的 
应 用 ,特别 是 对 计算 某 些 定 积 分 的 应 用 . 项 在 先 从 留 数 的 定 交 及 
其 基本 定理 开始 . 

设 函 数 f(z) 在 点 3 解析 . 作 圆 忆 :|1z 一 | =+, 使 了 {=) 在 
以 它 为 边界 的 闭 问 盘 上 解析 ,那么 根据 柯 西 定理 , 积分 


| T(z2)dz {1.1) 
河 于 零 . 

设 函 数 六 zz) 在 区 域 0<1z- 下 < 员 内 解析 . 选取 六 使 
0<r<R, 并且 作 图 C :|z-z,| = ,那么 如 内:z) 在 有 也 和 解析， 
积分 (1 .1) 仍然 等 于 零 ; 如 果 am 是 fz) 的 孤立 奇 点 , 积分 (1 ,1) 
就 不 一 定 等 于 零 , 这 时 我 们 把 积分 


直上 | {zds (1 .2) 
定 久 为 了 表 /7) 在 新闻 点 的 留 数 , 记 作 Res (f, sm ) ， 


积分 是 洛 着 人 投 反 时 针 方 商 取 隐 ~ 
这 里 定义 的 留 数 Res (/,z。 ) 与 圆 C 的 半径 ;无关 . 事实 上 ， 


仁 0<|z 一 | < 及 内 ， 太 sz 家 展 太 


fl2)= 2 my (1 .3) 


而 县 这 一 展 式 在 C 上 一 臻 收 化 . 逐 项 积分 ,我 们 有 
| flz)adz= y «| (2—%0 ) dz= 2nig., 


因此 Res (fz, ) = x 1， 亦 即 /(z) 存 的 留 数 等 于 罗 朗 级 数 展 式 


re 


出 此 还 可 看 出 , 如果 二 是 了 (z) 的 可 去 奇 点 , 那么 Res (f, 2z0) 
= 人 . 现在 不 难 证 明 下 列 菇 本 定理 : 

定理 1 .1 设 刀 是 在 复 平 面 上 
的 一 个 有 界 区 域 , 其 边界 是 一 条 或 
有 限 条 简单 闭 曲 线 C( 图 24 中心 是 
由 CC 及 CC, 组 成 的 ). 设 函 数 
A(z) 在 DD 内 除去 孤立 育 点 z,, z,， 
… 2 外 ,在 每 一 点 都 解析 , 并 且 
它 在 C 上 每 一 点 也 解析 , 那么 我 
们 有 图 34 


| fr)dz= 2riy Res (f ,z, ), {1.4) 
个 k=1 


这 里 沿 C 的 积分 是 按 关 于 区 域 D 的 正 向 取 的 . 

证 以 妨 内 每 一 个 孤立 奇 点 五 为 心 ， 作 阅 %%， 使 以 它 为 辽 
界 的 财 贺 盘 上 每 一 点 都 在 D 内 ,并 且 使 任意 两 个 这 样 的 闭 团 盘 徙 
此 无 公共 点 . 从 DD 中 除去 以 这 些 六 为 边界 的 半圆 鼻 得 --- 区 域 6G ， 
其 边界 是 已 以 及 yy . 在 G 及 其 边界 所 组 成 的 闲 区 域 G 上 ,f(z) 
解析 . 因此 根据 柯 西 定理 (第 二 章 , (3 .4) 式 )， 


| ee- f(s)dz, 
网 i 
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这 里 沿 忆 的 积分 是 按 关 于 区 域 D 的 正 向 取 的 , 沿 的 积分 是 按 
反 时 针 方 向 取 的 . 根据 留 数 的 定义 , 由 此 可 立即 推出 (1.4).， 

2 . 留 数 的 计算 ”在 本 段 中 , 我们 讲述 在 几 种 常见 的 情形 下 ， 
如 何 计算 留 数 . 

首先 考虑 一 阶 极 点 的 情形 . 设 z， 是 函数 f(z) 的 一 个 一 阶 极 
点 . 这 就 是 说 , 在 去 掉 中 心 z 的 某 一 圆 盘 内 (zz0 )， 


f(z)= 9 (z), 
其 中 @ (在 这 国生 内 包括 在 2 z= 解析 ， 其 泰勒 级 数 展 式 是 : 


9 (2) -> "(2— 0 (2.1) 
而 及 6=p (zo) 关 0 .显然 ,在 f(z) 的 罗 朗 级 数 中 ， 
数 等 于 pp (zo) . 因此 
Res(f, 20)=lim (z—2z0 f(z), 
wd 


的 系 


0 


如 朵 容易 求 出 形式 (2 .1)， 那 么 由 此 可 得 Res (六 有 ) = ; 否则 
上 采用 其 他 方法 求 留 数 . 
如 果 在 上 述 去 掉 中 心 am 的 圆 瘟 内 (zz ) ， 


Pl(lz) 
Q(z) 


其 中 (z) 及 Q(z) 在 这 圆 盘 内 包括 在 z=z 解析 ,P (z, ) 关 0，z 
是 避 (z) 的 一 阶 等 点 ,并且 Q(z) 在 这 圆 嚼 内 役 有 其 他 零点 , 那 
么 5 是 /zz) 的 一 阶 极点 ,因而 


ft{z)= (2.2) 


Pt{z) 


Res Ve) lm TO 
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=P (5 ) /名 《2 ). (2.3) 


例 1 函数 
_ € 
f(z)= 1+2: 
有 两 个 一 阶 极点 z= 土 i, 这 时 
Plz) _ 1 a 
QXz) 2z 


9 A _ i 
因此 Res (ff ,i) = 2 , Res (f, —i) Fe 


其 次 考 虚 高 阶 极点 的 情形 . 设 z 是 国 数 f(z) 的 一 个 天 阶 极 
点 (> 1). 这 就 是 说 ， 在 去 掉 中 心 z 的 基 一 圆 航 内 (zz z,)， 
Pp(2) 
f(z)= (2 ay’ 
其 中 (z) 在 这 圆 盘 内 包括 在 z= zo 解析 , 而 且 bg (2 0 .在 这 
圆 盘 内 , p (z) 有 展 式 (2 .1). 由 此 可 见 ， 
Res (f ,10) =% 1 (2.4) 
因此 问题 化 成 了 求 p (z) 的 泰勒 展 式 的 系数 . 如 果 (2 .1) 容 易 求 
出 ,问题 就 已 解决 , 否则 还 可 用 另 靶 求 贸 数 . 


的 全 -DTfz ) ， ge TDfz) 
xD lm Ti 


0 


因此 我 们 也 可 根据 下 列 公式 计算 Res (f, > ) 


] dl (2— 2) fz) 
Res (f, 2 )= CTTT lm 1 . {2.5) 
1 


A 
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例 2 函数 


f(z)= 7 


在 z=0 有 二 阶 极点 . 由 第 四 章 第 4 段 例 4 , 这 时 


5 
41 


34 十.…， 


9 (2)= Sec z=1+ + 


因此 Res (f,0)= 六 . 
由 (2 .5) ，Res (f ,0) 也 可 由 下 列 公式 求 得 : 


1] fs sz \ Ll 
Res(f,0)= 8 im 入 ( 3 )-3 


例 3 函数 
/= TE TIF 
在 z=i 有 二 阶 极 点 . 这 时 
i 
9 (2) Ty 
令 z=i+ 1. 那么 在 
(1) = ei ti 


(i 2+ OD? 

的 泰勒 展 式 中 ,1 的 系数 就 是 F(z) 在 i 的 留 数 . 写 举 记 (1) 中 链 个 

因子 的 泰勒 展 式 到 + 的 一 次 项 , 我 们 有 : 当 11|<1 时 ， 
ertisp i(l+itt+...), 


it) = i= i+it 十) 
2 
(2i+1) 4 ( 3 上 4 (1+it+ ). 
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因此 当 |1r1<1 时 ， 
AD= -天 (1+3it +.). 


于 是 Res {ff ,i= 一 3.. 


de 


由 (2 .5)，Res(f, 门 也 可 由 下 列 公 趟 求 得 : 


i d er __ 3 
Res ,7) = lim 元 | 了 GD |- je 


$2 . 留 数 计算 的 应 用 


3 ， 积 分 的 计算 CI) 在 本 节 中 ,我们 讲述 留 数 计算 的 应 用 . 
现在 先 讲 它 对 计算 积分 的 应 用 . 在 数学 分 析 以 及 实际 问题 中 , 往 
往 要 求 出 ~… 些 定 积分 或 反常 积分 的 值 , 而 这 些 积分 中 被 积 晴 数 的 
原 晴 数 , 不 能 用 初等 函数 表示 出 来 : 有 时 即 令 可 以 求 出 原 国 数 ， 
计算 也 往往 比较 复杂 . 利用 留 数 定理 , 要 计算 基 些 类 型 的 定 积分 
或 反常 积分 ,只 须 计 算 某 些 解 析 国 教 在 性 立 奇 点 的 留 数 ; 这样 就 
把 门 题 大 大 简化 了 ,利用 贸 数 计算 定 积分 或 反常 积分 没有 普遍 适 
用 的 方法 . 我 们 只 考虑 凡 种 特殊 类 型 的 积分 , 并 且 指出 怎样 把 计 
算 这 些 类 型 的 积分 的 问题 化 为 计算 贸 数 的 问题 , 在 本 段 中 ,我们 
只 应用 单 值 解 析 卫 数 计 算 积 分 ,下 一 段 再 讲述 怎样 应 用 多 值 
解析 因数 来 计算 某 些 积分 . 

利用 贸 数 i 计算 定 积分 或 反常 积分 有 局 限 性 , 不 可 能 应 用 它 来 
求 所 有 这 样 的 积分 . 

例 1 计算 积分 


De  - . 
加 ar 
-| a+ sint “ {3.1) 
其 中 常数 a> 1， 
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令 ee =z， 那么 sr 十 (二 ,diI= 公 ， 而 且 当 ? 


2 
从 0 增加 到 2x 时 , z 按 反 时 针 方向 旨 圆 C :1z|=1 一 周 . 因此 
_ 2dz 
-| 222iaz— 1 (3.2) 


于 是 应 用 留 数 定理 , 只 须 计算 T 在 | z|<1 内 极点 处 


的 留 数 , 就 可 求 出 了 . 
积分 (3 ,2] 中 被 积 国 数 有 两 个 极点 : zi= 一 iativ a 一 1 及 


z= 一 ia 一 i qi] :显然 ,1z <1,1z,| > 1 .因此 被 积 靖 数 在 
|z|<1 内 只 有 一 个 极点 z , 而 它 在 这 点 的 留 数 是 
1 


2 
23+28 iv 


丈 十 i 


-于 是 求 得 
1 2 


1=2 i ~ 二 
eT Ve- 
应 用 同样 的 方法 , 可 计算 一 般 形 如 


2 
-| R (sint , cos t J)daf 
[i 


的 积分 , 其 中 尺 (x ,y ) 是 有 理 分 式 , 并 且 在 圆 局 : Xx 二 六 =] 上 ， 
分 母 不 等 于 零 . 
例 2 计算 积分 


i a 
了 | (1+x2¥ * (3 ,3) 
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这 一 积分 显然 收敛 . 应 用 
留 数 定理 来 计算 它 比较 简单 ， 


, - 1 
为 此 , 考 虚汗 数 TF 
这 函数 有 两 个 二 阶 极点 , 在 上 
半 平 面 的 一 个 是 z=i. 

作 以 曲 为 心 .7 为 半径 的 
网 盘 . 考虑 这 一 圆 盘 在 上 半 平 面 的 部 分 ， 设 其 边界 为 C,( 图 25)， 


取 r>1 ,那么 z=i 包含 在 C, 的 内 区 域内 . 沿 C, 取 
的 积分 , 我 们 有 


[于 5 


”dx dz 1 ， 
| (T+ x + (1+ 2 -xiRes( (+ 3 
=2ri" 并 = 玉 ， (3.4) 


其 中 工 , 表示 和 上 的 贺 红 部 分 , 沿 它 的 积分 是 改 辐 角 塔 加 的 方 
向 取 的 ， 


现在 估计 (3 ,4) 左 边 第 二 个 积分 , 我们 有 


dz 1 
| rl ty 
因此 
Jm (1+2 


在 (3 .4) 中 令 + 趋 近 于 + oo ,就 得 到 


“” dx x 
{a 2 


1539 


大 
从 而 j= 地- 


事实 上 , 由 (3 .4) 取 极限 所 得 到 的 是 上 列 肥 常 积 分 的 主 值 
但 这 -一 反常 积分 显然 收 伍 , 因此 主 值 就 是 积分 的 值 , 
计算 例 2 中 积分 的 方法 可 用 来 计算 一 般 形 如 


-| R(x}adx 


的 积分 , 其 中 R(x) 是 有 理 分 式 , 分母 在 实 轴 上 不 为 零 , 并 且 分 
母 的 次 数 比 分 子 的 次 数 至 少 离 2 次 . 

应 用 留 数 计算 另 一 类 型 的 积分 需要 下 列 引 理 : 

引 理 3.1 设 /(z) 是 在 闭 区 域 


Os Argze0, ,nslz|<+mw (nz20.0a<0<0, 47) 


上 连续 的 复 变 函数 , 并且 设 T, 是 以 O 为 心 、r 为 半径 的 个 强 在 
这 闭 区 域 上 的 一 段 (r> mm ) ， 如 果 当 z 在 这 闭 区 域 上 时 ， 


lim f(z2)=0, (3.5) 
那么 我 们 有 


lim | tera. (3.6) 
Fw 十 的 Tvr “ 


证 设 M(r) 是 1f(z)j| 在 上 的 最 大 值 ,我们 有 


| f(z)e': dz 


， + 
<mn)| errsng rq — 22M 吕 | eer， (3.7) 
0 0 


<M | ae yfl 
Tr 


160 


因为 当 0< < 记 时 ， 


了 2 < Sin 0 


x 0 


所 以 


| “me | 0 nn < | eag= 了 .3.8) 
0 in Wy 


是 由 (3 .5)， (3 .7) 及 (3 ,8) 可 以 推出 (3 .6). 
例 3 计算 积分 


" 4 " pix 一 全 1 四 四 
| LOS x A | © 二 +e dx .本 te (3.9) 
让 l 


+l Ca 2 1 


陋 数 于 在 ?30 上 除去 有 一 阶 极点 zi 外 ,在 其 他 壬 


- 志 解 析 .作风 25 中 冲 样 的 区 下 ， 用 到 疾 殷 zi. 于 是 我 但 有 


(3.10) 
市 工 的 意 交 及 薄 它 的 积分 的 广 河 国 (3 .41. 


吏 在 应 用 引 理 3.1 . 字 /2)= 于 : 抽 =0， 人 = 一 2， 


那 冬 在 这 引 盟 中 所 设 各 条件 显 然 成 立 . 因此 在 (3 .10) 中 令 r 趋 近 
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于 + oo ,就 得 到 


， er .人 

nm, | X? 十 ] dx= ee ’ 

从 而 由 (3 .9)， 可 见 积分 工 收敛 , 并 且 7= - 王 - 
计算 例 3 中 积分 的 方法 可 用 来 计算 一 般 形 如 


-| f(x )eradx (3.11) 


的 积分 , 其 中 f(z ) 在 Imz2>0 上 可 能 有 有 限 个 产 立 奇 点 外 , 在 
其 他 每 一 点 解析 , 而 且 当 z 在 Imz 0 上 了 时, (3 .5) 成 立 ， 

我 们 注意 , 应 用 上 面 的 方法 , 求 出 的 是 (3 .11) 中 反常 积分 的 
主 值 . 但 在 一 般 给 出 的 问题 中 , 或 者 只 需要 求 主 值 , 或 阁 不 芭 预 
先 闭 出 这 -一 反常 积分 下 化 , 因此 , 所 求 出 的 那个 主 值 恰 好 就 是 所 
需要 的 值 

设 在 (3 .11 ) ,函数 f(z) 在 y>0 上 除去 有 有 限 个 弧 立 奇 点 
外 , 在 其 他 每 一 点 解析 ,而且 在 实 轴 上 有 孤立 奇 点 . 这 时 也 往往 
可 适当 改变 上面 的 方法 , 求 出 积分 1 的 值 ， 现 举例 如 下 : 


例 4 计算 积分 
I= | sinx yy. 
4 村 


有 取 8 及 +r, 使 r>z>0. 我 们 有 


| a | 2 _ -- 引 | 全 er sal 


{3.12) 
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函数 人 只 是 在 z=0 


有 一 阶 极点 . 把 图 25 加 以 改 
变 , 在 上 半 平 面 添 作 一 个 以 原 
点 为 心 、& 为 灶 径 的 半圆 
IT,(0<e<r; 图 26). 于 是 我 
们 有 图 6 


| CE- + | | at | 和 Emo, (3 ,13) 
F ~ Tr < 一 P x Te 2 


在 这 里 沿 工 , 及 芽 , 的 积分 分 别 是 按 辐 角 减 小 及 增加 的 方向 取 的 ， 


现在 求 当 :起 近 于 0 时 ,| dz 的 极限 . 当 z#0 时 ， 


Te 


er 
2 


其 中 由 (z) 是 在 z=0 的 解析 函数 . 因此 


| 0” 2-| -和 +| hc mit | h(z)dz. 
Te 2 Cs 2 Te Ts 


由 于 有 (z) 在 z=0 解析 ,在 z=0 的 一 个 邻 域内 ,|h(z 站 有 上 界 
好 <+o .于 是 当 8 充分 小 时 ， 


| h{(z) daz 


三 1 十 产 {z )， 
Zz 


去 M2ne, 


从 而 
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在 (3 .13) 中 令 = 趋 近 于 0,r 和 址 近 于 + oo ,应 用 引 理 3.1, 并 
结合 (3 .12), 就 可 看 出 积分 1 收敛 ,并且 1= 林 . 


4 . 积分 的 计算 ( [了 ) 现在 我 们 应 用 多 值 函 数 来 计算 某 些 实 
变 销 数 的 积分 ,这 时 我 们 要 对 多 值 国 数 的 某 些 解析 分 枝 应 用 贸 数 
定理 . 为 此 , 首先 要 在 复 平面 上 取 适 当 的 割 线 , 使 得 在 所 得 区 域 
内 可 以 把 有 关 多 值 函 数 分 成 解析 分 枝 . 在 这 里 我 们 举 出 几 个 
例子 . 


例 1 计算 积分 
{a 
-| Er (4.1) 
其 中 0O<x<1. 
范 虑 多 值 胃 数 本 .在 复 平面 上 取 示 实 轴 作 制 线 , 得 


区域, 并且 在 这 区 域内 除去 z= 一 1 .在 最 后 所 得 区 域内 , 这 消 
数 可 以 分 成 解析 分 枝 ; 取 在 割 线 上 沿 取 实 值 的 解析 分 枝 ， 并且 用 


Ey 表示 宅 然 它 2 一 一 二 .一 -和 
(十 三 儿 22 为 表示 它 . 显然 它 在 z= 一 1 有 .一 阶 极点 . 
和 下 的 . -条 中 : 下 rr 下 
把 二 jE 向着 如 下 的 - -条 闭 曲线 C (ms) 积分: 首 


先 沾 正 实 轴 的 上 容 从 8 到 
r{t0<a<l<r<t+o0) 其 帝 按 
芭 时 针 方向 , 涪 以 0 为 心 ,rr 为 
半径 的 加 下 前 进 ; 然后 语 正 实 
轴 的 下 说 有 从 到 :最 后 按 顺 上 时 
针 方 向 , 绕 过 以 台 为 心 .s 为 从 
径 的 疝 工 (图 27 ). 
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ETE 于 37 


在 Cr,s) 的 内 区 域内 有 唯一 极点 z= 一 1 .又 由 于 在 正 实 轴 下 浴 ， 
(2)0 = ex*|1z1*, 我们 有 


- 2riy dz 经 
《1 一 e 中 CT + 


_ a 
-2nipes( CT zj 1 ) 2 (4 .21) 


现在 我 们 估计 (4 .2) 中 第 三 个 积分 . 我 们 有 


dz ~ ne na! * 
(lt+z)s)o | (la)e I~e 
因此 


. dz 加 
< | UT 


类 僻 地 证 明 


， dz 
mm | (IT 十 M2), =0. 
在 (4 .2) 中 令 = 赵 近 于 0 ,rr 赵 近 于 + oc ,我 们 就 可 看 出 (4 .1 ) 
中 的 积分 于 收 和 化 , 并且 
2xi 


站 证 
2 


(1l—e “rt )I= 


因此 1= 一 一 


Sin nx “ 


例 1 也 可 化 成 单 值 函 数 的 情况 求解 . 在 (4.1) 中 , 令 x=e， 


我 们 有 
加 qu , 
-| TT (4.1 
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其 中 0<6=1-«<1. 
考虑 在 w= 3+ Pa 平面 上 的 解析 函数 


Ed 
l+e" 


它 在 闭 带 形 0< Imw < 2x 中 有 路 一 的 一 阶 极点 w= x. 


图 28 
作 以 一 上 UU ,Uzt 2xi 及 一 Ul+ 2 为 顶点 的 年 形 (0< 局 


U,< +oX 图 28)， 治 这 和 矩形 的 边界 取 一 一 ee = 的 积分 , 我 们 有 


2 eudn > per) -Hl pe ut2ni) 
1+e 1 二 ee idvt Fer 
-UL 0 到 


0 本 人 本 + 让) :y= ev _ 
十 > Fer I 2riRes 了 ,Xi ), 
亦 即 
点 [2+ia) 
ore 了 TT dt | re idy, 
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等 eb -UItir) 
| EN d= nie. (4.27) 
0 


l+e it 


更 估计 (4 .2 个 左 边 第 二 及 第 三 个 积分 ， 我们 有 


2r 2 
|| Eb U2tiv) ml<| est 加 rebu2 
0 0 


lr evi ec 一 cl， 


3 2 
上 (+ -BU BU] 
| J id <| < 一 = 一 

是 


Te 1—e-™ 


因此 上 述 两 个 积分 当 U, 及 Ui 一 + ww 财 分 别 趋 近 于 盐 ， 
在 (4.2 中 令 U, 及 U, 一 + oo, 我 们 得 到 
(1 — ei)I= — 2rnies™, 
| 7 
从 而 全 sinxb sin we “ 


计算 上 例 中 积分 的 方法 可 用 来 计算 一 般 形 如 
-| 2 
» x . 


的 积分 , 其 中 0<x<1, R(x) 是 一 个 有 理 分 式 , 其 分 母 比分 子 
砍 数 高 ,并 目 分 母 在 正 实 轴 士 不 为 零 . 
例 2 计算 积分 


+ 


加 lInx 
于 | ry (4.3) 


: (Lnz)* & ; 
考 虚 多 值 解析 图 数 下 7 . 在 复 平面 上 取 正 实 轴 作 割 


@ 如 果 考 虚 多 值 林 数 [LS ,那么 就 不 可 能 像 在 下 面 (4 .5 ) 的 右边 那样 册 现 
Inx 
TH 
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线 , 得 -区 域 . 在 这 一 区 域内 除去 z= 一 1 , 在 最 后 所 得 区 域内 ,可 


把 中 二 分 成 解析 国 数 分 枝 ; 取 在 关 线 上 沿 取 实 值 的 一 分 村 ， 


并 且 人 表示 它 . 显然 , 它 在 一 1 有 兰 阶 极点 . 


作 亲 曲线 C(tr,s)(0<s<1<7) 如 图 27. 于 是 -2 的 
极点 z= 一 1 在 T, 及 T, 之 间 .因而 


Unz) or (ln > 天 
| Tp | (+ 2 -小 (4 .4) 


其 中 沿 C(x ,es) 的 积分 是 按 例 1 中 同样 的 方向 取 的 . 
另 一 方面 , 在 正 实 思 下 沿 , (nz 站 =(inx+2r)2. 因此 


(In2) (nx (nz 
| (I+z) «| (1+x) atl (1+2¥ qd 


(In x+ 2riY 
+| (Cl+x) 


(ln zz 了 
cr, (lt+2z) 


dx 二. dz 


_ (Inx i ax 
= | (TH drtar| TXT 


(nz (nz} 
| (1+2) :| (1+z) 和 .5) 


由 于 
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| 节 仿 (nz) +2), 


(1+z7 |< | Cy 


我 们 有 


; na) ns 
m2 (1l+2z) lm : (liz =0. 


于 是 与 例 1 中 -- 样 ， 


. (tnz) ， | (az 六 
Jim | : im | (tz O70. 


A > ”dx _ ， (nz 
4r 订 十 4r | Tt -2riRes( Ci 和， 路 


{4.6) 
现在 求 上 式 右 边 的 留 数 , tn z 在 z= 一 1 有 泰勒 展 式 


Inz=In{f—14+(z+1)]=ix-(2+1)— 记 (z+ 1 +.…., 


而 (ms) 在 t= 一 1] 的 展 式 人 恰好 是 上 一 展 式 的 平方 , 其 引 含 
{z 二 1 一 项 的 系数 是 1-- 冰 .因此 


【ln = 了  ， 
Res ( PIT ， -1)- 


把 这 -结果 代入 (4 .6) ,并 比较 两 边 的 感 部 , 就 得 到 7 了 = 一 


1 
> 
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计算 例 2 中 积分 的 方 东 可 用 来 计算 一 般 形 如 
-| R (x)1n xdx 
0 


的 积分 , 这 里 R(x) 是 一 个 有 理 分 式 , 其 分 母 比分 子 的 次 数 至 少 
高 2 次 ,并且 分 母 在 正 实 轴 上 不 为 零 . 


例 3 计算 积分 
j= "VYx(l-x) 4 
= | Gr x {4.7) 


0 

如 第 二 - 章 第 7 段 例 2 所 指 
出 ,在 复 平 面 上 取 线 段 i0, 1 为 
割 线 ,得 -- 区 域 D. 在 DD 内 可 以 
Vz(1-z) 
分 枝 ; 取 在 割 线 上 祝 取 实 枯 的 
那 -- 枝 - 

作 闭 曲线 如 图 29 , 其 中 工 . 
及 工 , 分 别 是 以 DO 为 中 心 、& 几 为 


及 ?为 半径 的 圆 , TT， “是 以 1 为 心 、z 为 半径 的 圆 , 在 这 里 
0<s< 了 :> 2 . 于 是 我 们 有 
和 (1 一 3 
一 站 


rx 
| Yl-z) 
+z2B 
oiR yz(1-2z) 
一 Ti Koes rp 一 1 (4.8) 
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其 中 沼 工 , 及 工 。 的 积分 是 按 顺 时 针 方向 取 的 ,向 下 的 积分 是 按 
反 时 针 方 向 取 的 . 
与 例 2 相 类 似 , 由 


Vz YL 一 2 
limz { 十 2 = lim z {1+z) 
Vz(I-z 
= lim(z- DT =0， 


可 以 证 明 : 当 z-~ 0,7 一 +o 时 ,(4.8) 左 边 后 三 个 积分 趋 近 
于 零 . 因此 在 (4 .8 ) 中 取 极 限 , 就 可 看 出 积分 了 收 仇 ,并且 


- 。 j 了 (1 一 2 
0-Dr-2nge( 一 个 直路 (4 .9) 


最 后 , 求 ( 4 . 9 ) 右 边 的 留 数 , 为 此 , 求 所 选取 4 30T 23 


的 分 枝 在 z= 一 1 的 泰勒 展 式 . 由 于 这 一 分 枝 在 z= -1 的 值 是 
JY (1+ 7 了 (第 二 章 第 7 段 例 2)， 所 求 展 式 是 


Yo e+ 1 本 2-(z+ 1 
= J0+ 串 -二 crD- 音 erDre| 
| 

8 128 
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机 
代入 (4.9) .最 后 求 得 /= 
有 紫 根 式 


[ax 一 BT 或 Era)e0x 一 8] 六 
(及 方才 是 常数 , “及 上 都 是 正 整数 ) 与 有 埋 分 式 的 乘积 在 其 些 
有 限 区 间 下 的 积分 , 出 往往 可 用 和 解 例 3 的 方法 去 求 出 ， 

$5 . 亚 纯 范 数 的 零点 与 极点 的 个 数 ， 颂 吹 定理 在 本 节 中 ， 
我 们 应 用 留 数 米 解决 有 关 零 点 与 极点 的 个 数 的 -- 些 问题 

式 床 证明 下 列 引 理 : 

引 理 5.1 设 六 z) 是 在 有 界 区 域 D 内 的 亚 纯 函 数 . 它 在 万 的 
边界 CC 上 每 一 点 解析 ,并且 在 C 上 没有 零点 , 那么 f{z) 在 内 
至 多 只 有 有 限 个 零点 和 极点 . 

证 设 在 区 域 中 去 掉 所 有 的 极点 ,得 一 区 域 D, .显然 , 了 (z) 
在 DD) 内 不 恒 等 于 零 . 我 们 要 证 明 它 在 D; 内 至 多 只 有 有 限 个 零点 ， 
假定 不 是 这 样 , 从 了 (z) 在 DD 内 亦 即 在 Di 内 的 无 穷 个 零点 中 ， 
取出 段 此 个 同 的 宇 点 组 成 :全 序 列 { 2 Joc1 ;2,3 ,… ). 显然 ， 
i 1 是 -个 有 界 序 到 ,因而 有 … 收 绕 子 序列 :zw yl 2 3, ) 


1 我 们 有 
【一 GUI 二 [2 (z+ 上 村 = 4 Le | 


| rn -由于 所 了 分 枝 在 == -1 的 值 是 43 011 站, 我 们 可 肥大 =0 . 
772 


(参看 第 四 章 习 题 四 第 2 题 ) . 设 lim z= 有， 


不 难看 出 , zs 不 可 能 在 五 及 C 以 外 ,因为 奋 则 它 研 不 是 也 
的 内 点 ， 人 于 是 5 有 一 邻 感 . 在 其 中 不 含 站 
内 任何 点 ; 这 与 z， 是 { z } 的 极限 点 相对 盾 . 

其 次 ， 由 于 lim fz )=0 以 及 f(z) 在 Ci. 没有 零点 ,可 
见 z, 既 不 可 能 是 极点 , 也 不 可 能 在 C 上 上 , 因 南 z 在 DD, 内 . 
出 第 四 总 定理 6 .2 . 这 … 结 明 与 7(z) 在 DD, 内 不 恒 竺 十 零 相 子 盾 ， 
这 样 就 证 明了 六 ( z J Di 以 及 六 内 至 多 只 有 有 限 个 准点. 


考虑 请 数 FG re ;可 以 迹 明 f(z) 在 DD 内 至 多 只 有 有 限 个 极 


不 难看 中 ,在 3[ 理 $5.1 的 租 设 中 ,把 " 亚 纯 确 数 " 换 成 * 解 
析 图 数 ”, 那么 fz) 在 DD 内 至 多 只 有 有 限 个 零点 ， 

现在 研究 国 数 在 其 零点 或 髓 点 的 邻 域内 的 -种 性 质 . 设 在 G : 
0<1z 一 有 | 过 有 (十 oc) 内 ,了 (z) 解 析 ,不 恒 等 了 和 营 数 . 开 且 没 
有 汰 点 ;而 z= 有 0 十/(z) 的 零点 或 极点 .于 是 在 GN， 

f(z)=(s— a Yo (2), 《5 .1 ) 

其 中 (z) 在 1z 一 51< 只 内 解析 , 并 有 不 等 于 零 ， 和 而 大 荐 :个 不 
为 秋 的 束 数 . 当 a 是 2) 的 n 阶 零点 时 ,=n ; 当 有 是 台阶 概 
点 时 .k= 一 .由 (5.1), 我 们 有 :在 6G 内， 


LD) ao kp 2) 
ft{:) (2— zn) wt{:) 2 P=) 
(5.2) 
显然 在 G 内 解析 , 在 6 有 - - 阶 极点 ,并 性 


Res (地 ， )-k 
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当 5 是 f(z) 的 # 阶 零点 时 ， Re( 帮 =- 六 当 是 关 阶 极 


时 ,Res( 太一 


综合 以 上 结果 , 我 们 可 证 明 : 
定理 5.1 设 D 是 在 复 平面 上 的 一 个 有 界 区 域 , 其 边 蛋 是 一 
条 或 有 限 条 简单 闭 曲 线 C . 又 设 函数 了 (z ) 是 在 D 内 的 亚 纯 函数 ; 


它 在 C 上 每 一 点 解析 , 并 且 在 C 上 没有 零点 , 那么 

| 工人 ) gw 

pF | fz) dz=N—P, (5.3) 
在 这 里 入 及 了 分 别 表示 f(z) 在 D 内 光 点 及 极点 的 总 数 ， 而且 每 
个 大 阶 零点 或 极点 分 别 算 作 大 个 零点 或 极点 . 


证 由 引 理 5 ,1 v/(z) 在 万 内 至 多 只 有 有 限 个 零点 和 极点 
设 它们 分 别 是 ,02，,…,0。 和 B,,B, …， ,并 且 设 它们 的 阶 数 分 
别 是 如 ,6,… ,无 和 到 ,五 ,…, ,于 是 根据 上 述 结果 ,函数 
所 在 内 有 一 阶 极点 ,0,，…,0 Bi ,有 ，… ,而 在 这 
些 点 的 留 数 分 别 是 后 ,三 …, ,一 在 一 五 ,一 及. 显然， 在 
内 其 他 各 点 以 及 在 C 上 ,函数 -后 所: 解析 . 干 是 根据 留 数 定理 ， 


我 们 有 


GD af aa 17 
ri | 7 de Res( F 过 Res( 7 6 


定理 证 完 . , 
(5.3) 有 简单 的 几何 意义 .我们 知道 是 多 值 函数 
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Lnf(z) 的 导数 . 设 Ci 是 构成 如 的 一 条 简单 六 曲线 . 在 C， 上 每 
一 点 的 一 个 邻 域内 , Lnf(z) 可 以 分 成 解析 分 枝 , 根据 覆盖 定理 ， 
可 以 找到 有 限 个 这 样 的 邻 域 履 盖 C, ; 把 它们 按照 C, 关于 DD 的 正 
向 排列 成 由 , 万 ，…， 太 图 30) .在 C 上 取 zeVii 站 六 
(k=1,2 ,3 m=, 2, 

取 定 Lnf(z) 在 z=z, 的 一 值 : 

In|lf(z)}i+iargf(z)=w. 

依次 确定 Lnf(z) 在 内 内 的 解析 分 枝 : 

gelz2)=In f(z) (nz 一 we) (k=1,2,, 1m ), 
其 中 w= gx-1 (2 ) (Kk 之 2). 


由 于 在 六 1 站 内 ,8-1(z) 及 g(z) 是 同一 对 数 晃 数 的 
解析 分 梳 ,而 且 


人 D 太 -1 门 也 表示 所 -1 及 所 的 公有 点 所 组 成 的 集 、. 
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get (2 一 名人 (一 mr， 
我 们 有 
Silz)=g 2} te Vi MN Fis k=2,3 ,mm ). 
至 于 在 VV 站 多 内 , 8.(z) 及 gi(z) 也 是 同 .对 数 冰 数 的 解析 
分 枝 ,可 是 这 时 不 - - 定 有 
gm {21)—=g1 (21), 
从 而 不 -一定 有 
gm (tz)=g ts) (ae Vf) F1). 
于 是 


1 F(z) 工科 _ 
和 | Fe) 7 a sm) ta) 


一 二 [g, (21) — p(s )l » 
其 中 2Zm +1 一 | ， 由 于 
gi (2)=In|f (2)| + iargf (z). 
我 们 有 
gm (21)—g (2)=iA. atgf (2), 
其 中 ac arg/{2) 表 示 当 z 裕 C, 按 关于 号 的 正 问 绕 行 一 周 时 ， 


arg jz) 连 续 变 动 的 增 量 . 这 样 , 由 定理 和 .1 可 得 : 
系 $.1 在 定理 $ .1 的 假设 下 , 我 们 有 : 


l 

N—P= a7 Sc argf lz) 
1 用“ 

= p22 A argf (2), (5.4) 


在 这 里 CC , C,,C;,，… ,C,: 是 构成 CC 的 所 有 闭 曲线 , 对 它们 到 
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关于 也 的 正 向 ,而 NN ,PP 及 A argf(z) 的 意义 与 以 上 相同 ， 

在 定理 5.1 及 系 5.1 中 ,把 对 lz) 的 假设 换 成 :“ f(z) 是 
在 放 内 的 解析 负数 ,在 C 上 短 一点 解析 并且 在 C 上 没有 零点 ”， 
(5 .3) 仍 然 成 立 ,不 过 这 有 时 P=0. 根据 这 -结果 , 可 推出 下 列 盆 
区 定理 : 

定理 5 .2 设 DD 是 在 复 平面 上 的 一 个 有 界 区 域 , 其 边界 C 是 
一 条 或 有 限 条 简单 闭 曲 线 . 设 阔 禾 f(z) 及 g (zs) 在 及 C 所 组 
成 的 闭 区 域 D 上 解析 , 并 且 在 C 上 ,|g(z)| <|F(z 咱 ,那么 在 呈 
上 f(z) 及 f(z}+8{z) 的 零点 的 个 数 相 同 . 

证 由 于 在 CC 上 ,1g(tz)|<lf(z)| ,可见 f(z) 及 f(z) 
+g(z) 在 C 上 都 没有 零点 .和 如果 入 及 NN 分 别 是 f(z) 及 f(z) 
+ 上 (2z) 在 站 内 的 零点 的 个 数 ,那么 由 系 5.1， 

2aN = Acargftz), 


2rA ‘=Acarg[lf (2)}+g(z) 


- : (2 
Acareye+acar| 1 十 了 可 | 


我 们 要 证 明和 =“ 为 此 ,只 顷 证 明 


sare 1+ Fo (5.5) 


当 zeC 时 ,|g(z)|<|f(z)|, 从 而 点 w=1+ 中 总 在 四平 


河上 的 贺 盘 1w 一 1 <1 内 . 当 = 在 C 上 连续 变动 -- 周 时 ，arg w 
从 起 始 值 连续 变动 仍然 回 到 它 的 起 始 值 (不 围绕 w=0 ) , 亦 即 


g(z) |_ 
sasl it | 0， 


在 这 里 C 的 意义 与 系 5.1 中 相同 . 于 是 (5 .5) 得 证 . 证 完 ， 
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赋 软 定理 可 以 用 来 决定 方程 在 一 些 区 域内 根 的 个 数 . 现 举例 
如 下 : | 

例 1 求 方程 

2 S75—2z+1=0 

在 iz|<1 内 根 的 个 数 . 

入 

J(z) 一 一 55 二 1,8(z) 一 有 3 一 2z， 

由 于 当 |z| =1 时 ,我 们 有 


fz) | 1551 一 1=4， 
而 
lg{tz)|l < |zt +21z|=3, 


已 给 方程 在 |z| <1 内 和 根 的 个 数 与 一 5z; +1 在 |z| <1 内 零点 的 
个 数 相同 , 即 $ 个 ， 


例 2 如 果 a>e, 求证 方程 e =az 在 单位 贺 盘 内 有 闫 个 
根 


我 们 只 须 证 明 az" ~e: 在 |z|<1 内 有 2 个 零点 . 令 
f(z2)=ar, g (2)= ~eE. 
由 于 当 |z| =1 时 ， 
f(z) 1 =alzsl" =a >e. 
lg {2)|=e ge, 


az 一 e 在 |z|<1 内 的 零点 的 个 数 与 az” 相同 , 邑 个 ， 
习题 五 


1 . 试 求 下 列 各 解析 晴 数 或 多 值 函 数 的 解析 分 枝 在 指定 各 点 的 留 数 : 
2 . 
(1) TFTF， 在 z= 土 
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-Hy 


二 二 ;在 z=2nni,n 为 整数 ， 


;在 z=1]; 
在 z=1. 


2. 函数 -2 的 各 解析 分 枝 在 z= 土 1 各 有 怎样 的 孤立 硒 点 ? 求 它 


在 这 此 点 的 名 
3 .计算 下 列 积分 : 


zdz _ai- 1 . 
o1| EE EE DY ， 其 中 己 是 |z 一 2| pi 
c 


(2) | 了 .其中 (是 lal=1; 


(3) | 局 xzdz ,其 中 CC 是 |zi =n (n=1,2,3.:). 
< . 
4. 设 函数 rz) 在 区 域 凡 <1z| <o 内 解析 .C 表示 加 


1z| =r (0<m <r ). 


我 们 把 积分 

pa | 8) 
定 六 作为 函 教 .Flz 在 留 数 ， 记 作 Res U o》 在 这 里 积分 中 的 
C- 表示 积分 是 铬 着 和 守 方 同 取 的 ， 试 证 明 : 如 果 &_, 表示 了 (tz) 在 


的 罗 席 展 式 中 二 的 系数 , 那么 


Res (fm ) 一 一 x_1， 
5 . 试 求 下 列 函数 在 无 穷 远 点 前 留 数 : 
{1) 二 ; Ge 二: 
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1 
G3) Ti 


[ 提示 ] 利用 上 题 及 第 四 侠 习 题 四 第 11 题 2) 的 结果 . 
6 . 试 把 关于 留 数 的 基本 定理 1 ,1 转移 到 是 扩充 复 平面 上 含 无 穷 远 点 
区 域 情形 . 
7 .证 明 : 如果 f{z) 在 扩充 复 平面 上 除了 有 限 个 奇 点 外 ,在 每 一 点 解析 ， 
-那么 这 函 数 在 所 有 奇 点 上 的 留 数 (包括 在 无 穷 远 点 的 贸 数 ) 之 和 是 零 . 
用 此 结果 计算 积分 
1 


dz 
去 | (一 Te 一 3) 
8 . 求 下 列 各 积分 : 
(1) “” eax , 
0 C+ 
(2) ” dd 其 中 0<a <1: 
0 1—2acosdta : 


(3) 人 一 必 ，， ,其 中 a>0; 


H+ sin x 


44) [ A 4 
, 区 
sin x 
(5) | 区 HOI 灾 ， 
7 Inx _ 
16) | CHIY dx ; 
[提示] 取 了 四季 的 适当 解 术 分校 沿 图 26 中 前半 前 线 积 分 ， 


才 吧 1 -8 
天 站 
(7) | TF 共 中 0 <a <2; 
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二 的 x 
6)| 号 二 其 中 A 
oy ee 


[ 提示 ] 从 顶点 为 一 天 | ， 有 ,8 二 28i 队 及 一 和 二 2 和 > 有) 的 


短 形 中 党 去 以 0 及 i 为 心 的 小 半 畔 . 考虑 -= 人 沿 这 区 域 边界 的 积分 


要 

x . 

© | ro dr 
[ 提示 ] 在 上 题 所 考虑 的 矩形 中 , 只 控 去 以 0 为 心 的 小 半圆 ， 

ao Sh a; 

0 
te 2 
[ 提示 ] 过 -积分 可 化 为: | i Ty. 
， 让 


于 


+ _ 
ay| COX dy; 
0 


x 


[ 提示 1 考 赔 第 一 象 跟 内 以 半 射 线 Argz =0 及 Argz= 序 为 边界 的 篇 
形 . . 


+ x | 
o2)| TT 其 中 蔓 数 > 2; 


[ 提示 ] 考虑 第 一 象限 内 以 半 射线 Argz=0 及 Argz= 乞 为 边界 的 
息 形 ， 


1 
dx 
(14 ; 
| {1—x}(l+x¥ 
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1 
z de 
a9| GIT 


dz 
ao) J ,其 中 被 积 函数 是 有 关 多 人 慎 函 数 的 侍 一 解 
析 分 枝 ， 并 且 积分 是 沿 匡 1z|=2 补 反 时 针 方 向 取 的 . 


9 . 试 由 
| oe 
心 
证 明 : 
| | snrar— XE , 
0 0 . 


[ 提示 ] 考虑 在 第 一 象限 内 以 半 射 线 arg z=0 及 argz= 年 为 边界 的 
扁 形 


Vr 
2 


[ 提示 ] 考虑 以 一 廊 | , 计 )， 汪 ;十 二 及 一 天 |+ih 为 顶点 的 拭 形 ， 

10 . 试 证 : 在 定理 5.1 的 条 件 下 , 如果 gq (z) 在 闭 区 域 D 上 解析 ,并且 
是 了 z ) 在 了 内 的 零点 和 极 战 ,而 其 阶 
数 分 别 是 六 + Ks 沅 者 | ;Em 及 i， ty ;那么 


十 色 
o)| ecos2h xdx= e ,其 中 >0. 
， . 


1 从 _ _ 
Tr | oA dp ls) 和 2 p(B ), 


11 , 应 用 人 居 歇 定理 , 求 下 列 方程 在 |z1 <1 内 根 的 个 数 : 
(1)2— 4 +2 —1=0, 

[提示 ] 令 f(z)=z8 一 425; 
(2)2*—57+1=0, 

[ 提示 ]】 令 f(z)= 一 $2; 
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(9)z=of(z) ,在 这 里 %(zj 在 1zl 和 1 上 解析 ,并 且 1g(z )1<1， 


12 .试用 湖 歇 定理 证 明代 数 基 本 定理 ， 
13 .41) 计算 积分 


“ad 
0 wt 
[ 提示 ] 考虑 所 形 | lzl <R.0<agz< 竺 | 边界 的 积分 


介 ) 设 Ptz) 及 QE) 是 两 个 多 项 起 ,而且 P tz) 的 次 数 小 于 Q(z) 的 次 
数 ; 设 品 t ) 在 原点 及 正 实 轴 上 没有 零点 ,证明 : 当 整 数 n>2 时 ， 积 分 


的 值 可 以 用 工人 在 角形 4= io <argz < 各， 中 的 留 数 表示 出 来 : 


Q (7) 
2ix » Pits") 
7 一 -下 丰 人 Res( OU) 3) 


其 中 ZZ 是 口 (z" ) 在 4 内 的 所 有 零点 构成 的 集 . 


14 . 设 解析 函数 序列 { 态 (z) } 在 区 域 DP 内 内 闭 一 致 收 斋 于 不 恒 刍 于 淮 
的 函数 f(z ) . 应 用 人 备 吓 定理 , 证 明 : 


{1) 和 如果 f(z) (n=1 咏 … 在 口内 没有 零点 ， 那么 /cz) 在 万 内 也 没 
有 和 零点; 


(2) 用 Z 及 了 分别 表示 太公) 及 7 站 万 内 的 零点 集 ,那么 对 于 任何 
下 牧 数 p ， 


Z= Uz 而 2Z={) UZ， 


及 安 PT n=p 


其 中 杂志， 表示 Uy Z, 的 用 包 , 即 Uy 2 与 其 所 有 豪 点 组 成 的 集 的 并 集 . 


EP 


15, 设 有 人 上 的 亚 纯 函数 
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Jejm -1 , 


sin 2 sin h= 
{1) 求 f(z 的 极点 下 其 阶 数 ,并 县 计算 fz) 在 极点 的 贸 数 ， 
(2) 评 且 级 数 
1 (— 1 4kre? 
S(T 1 hi (Ce 


表示 :: 上 的 … 个 亚 纯 卫 数 , 并 且 求 g (z 的 极点 及 在 极点 的 贸 数 . 


(3) 设 以 ( 土 1+7 (nn+ 瑟 ) 为 顶点 的 正方 形 的 边界 是 7 (n=~1,2， 
3 )》 ， 
ta 证 明 当 zey 时， 
1 


| 六 (| 过 二 ， 
sinh { nm 十 了 ) 


(bj) 设 Ler 一 ;y ,那么 


hm 了 PAS dz=0， 


He 27xi 网 zt 
“mn 


其 中 y， 是 沿 正 向 取 的 ， 

te) 设 上 不 是 ftz) 芍 极点 . 当 D 充 分 大 时 , 应 用 贸 数 定理 计算 人 ) 中 
的 程 分 ; 由 此 导出 f(z )=g (z). 

妈 ) 证 山 


ll 羡 (—-1) 4k rz2 
7 hi TA) 


4 条 看 第 二 章 避 是 一 ,第 11 题 .sinhz 此 coshz 也 可 分 别 记 作 中 z 把 chz . 
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第 六 章 保 形 映射 
$1， 单 叶 解 析 函 数 的 上 映 射 性 质 


1 . 一 般 概念 保 形 映 射 是 函 教 论 中 最 重要 的 概念 之 一 , 它 是 
从 物理 学 中 的 概念 产生 的 ， 并 且 对 物理 学 的 许多 领域 有 重要 的 应 
用 `. 例如 应 用 保 形 映射 成 功 地 解决 了 流体 力学 与 空气 动力 学 、 弹 
性 理论 . 磁场、 电场 与 热 场 理论 以 及 其 他 方面 的 许多 实际 问题 . 

在 本 章 中 ，, 我们 研究 解析 函数 , 特别 是 单 时 解析 消 数 的 映射 
性 质 . 设 函 数 w 一 f(z) 在 区 域 DP 内 解析 ,并且 在 D 内 任意 不 同 
两 点 , 函数 所 取 的 值 不 同 . 那么 这 函数 就 称 为 在 区 域 D 内 的 单 吐 

解析 函数 ,简称 单 叶 函数 . 换 名 话说 ， 单 叶 函 数 是 确定 一 个 肉身 


一 一 一 一 一 一 mr 


的 艇 入 前 数 . 
”由 第 二 章 第 工段 ,函数 w= z+ 及 = oz 是 在 = 平面 上 的 
革 叶 解析 函数 , 它们 把 z 平面 映射 成 w 平面 , 在 这 里 & 是 复 党 
数 ,并且 对 于 第 二 个 销 数 ,x 0. 

由 第 二 章 第 4 段 , w=e 在 每 一 个 带 形 

a<Imz<at2n 

内 单 叶 解析 , 并 且 把 这 带 形 映射 成 w 平面 上 除去 从 原点 出 发 的 一 
条 射线 而 得 的 区 域 . 在 这 里 a 是 任意 一 实 常数 . 又 由 同 章 第 7 有 段 ， 
m=2 的 一 个 解析 分 枝 在 以 原点 为 顶点 的 某 些 角形 内 单 叶 解 析 ， 
等 等， 

在 以 上 例子 中 的 单 叶 函数 把 z 平 面 上 的 区 域 映 射 成 w 平面 上 
的 区 域 . 一 般 单 叶 解 析 函 数 岂 有 这 些 性 质 , 不 但 如 此 ., 不 恒 等 于 
常数 的 解析 函数 还 把 区 域 映 射 成 区 域 , 即 确定 一 个 从 区 域 到 区 域 
是 注射 . 下 面 我 们 要 证 明 这 一 结论 . 有 了 这 一 结论 , 可 见 单 叶 函 
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数 确 定 一 个 从 区 域 到 区 域 的 双 射 , 而 一 般 解 析 国 数 却 不 一 定 具 有 
这 一 性 质 . 先 证 明 下 列 引 理 : 

引 理 1 ,1 设 函 数 订 z) 在 =2 解析 ,并 自 wo=/(z,). 设 
Fa)=f "20) = fg) =0,f (2) #0 p=1,2,3,.), 
那么 f(z) 一 wo 在 zj 有 p 阶 零 点 ,- 并 且 对 于 充分 小 的 正 数 p , 存 
在 著 一 个 正 数 ，, 使 得 当 0<lw-wol<A 时 ,jz)-mw 在 
0<1z 一 5i<p 内 有 p 个 一 阶 零点 ， 

证 f(z) 一 wo 在 z。 有 Dp 阶 零点 是 显然 的 .为 了 完成 引 理 的 
证 明 , 要 应 用 做 歇 定理 . 由 于 f(z) 不 恒 等 于 常数 , fz) 不 恒 等 
于 零 , 可 以 作出 以 z 为 心 的 一 个 开 圆 移 D:1z 一 1 <p ,其 边 
界 为 C ,使 得 f(z) 在 DP = DLJC 上 解析 , 并且 使 得 f(z) 一 wo 及 
Jfz) 队 去 z=z 外 ,在 D 上 无 其 他 零点 ,那么 

1 minlf(z)— wo| = 到 >0， 

取 w， 使 0<|w 一 | < 有. 现 应 用 做 区 定理 ， 比较 /2 一 Ww 
及 f(z) 一 wo 在 DD 内 的 零点 的 个 数 , 由 于 
fz)— w= f(z2)— wl+ (wo—w), 

而 当 ze 必 财 ， | 


|f(z)—wo! 2 HH >1w— wol >0， 


可 见 f(z) 一 w 及 f(z)-w 在 DD 内 的 零点 个 数 同 为 p (每 个 n 阶 
零点 算 作 ?个 零点 ).、 

最 后 只 须 证 明 f(z2) 一 w 在 万 内 的 每 个 零点 都 是 一 阶 的 . 
这 是 因为 m 关 we ,所 以 于 关 2， 而 [A(z) 一 w1] ys 关 0.3 引 理 证 


元 . 


由 引 理 1 .1 可 专 推 出 : 
定理 1 ， E 设 函 数 /(z) 在 区 域 D 内 单 叶 解析 ， 那 必 在 DD 内 任 
一 点 ,fz)0. 
报 定 在 ze DP ,A120 )=0 ,那么 由 引 理 1 .1 ,可 导出 与 单 叶 
~ 19856 


性 组 矛盾 的 结 

由 定理 1 . 1 如果 一 个 函数 在 区 域内 单 叶 解析 ， 那么 它 的 
导数 在 D 内 任 一 点 不 等 于 零 , 可 是 这 定理 的 逆 定 理 不 成 立 , 例如 
w= 的 导数 在 z 平 面 上 任 一 点 不 为 零 , 而 这 函数 在 整个 > 平面 
上 不 是 单 叶 的 . 但 由 引 理 1 .1 可 得 : 

定理 1.2 设 函 数 w=- rz) 在 z=z 解析 ,并 且 /1z,) 0， 
那么 fz) 在 二 的 一 个 邻 域内 单 叶 解 析 . 

现 证 明 下 面 定理 : 

定理 1.3 设 函 数 w =f({z) 在 区 域 D 内 解析 , 并 且 不 恒 等 于 
常数 , 那么 D,=fA(D) 是 一 区 域 , 即 了 确定 从 思 到 DD 的 一 个 满 
射 ， 

证 先 证 明 六 是 一 开 集 , 也 就 是 证 明和 任 一 点 woe D. 是 站 
的 内 点 . 设 :zoe D ,并且 f(z0)}=wo. 由 3 引 理 1.1， 可 以 找到 一 个 
正 数 4 , 使 得 对 于 任何 满足 |w, 一 w,| <4 的 复数 w,, 我们 有 
zie 吃 ,使 A(z)=w. 因此 开 圆 盘 |w 一 wo| < 下 包含 在 D， 内 ， 
亦 即 wo 是 DD 的 内 点 (图 31 ) ， 


图 31 
其 次 , 证 明 在 DD, 内 任意 不 同 两 点 w, 及 w, 可 以 用 在 DD 内 的 


一 条 折线 连接 起来 . 我 们 有 z), z,e D ,使 得 f{z)) =w) ,了 (2z,) 
三 Ws. 由 于 DD 是 一 区 域 , 在 六 内 有 折线 
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z=z(t) (agitgb) 


连接 z 及 z,, 在 这 里 有 =z(&#)， zy=2(5). 团 数 w=f(z) 把 这 
条 折线 上 每 一 条 线段 映射 成 D| 内 一 条 光滑 曲线 , 从 而 把 这 折线 
映射 成 D, 内 连接 w， 及 w, 的 一 条 分 段 光滑 曲线 荆 : 

w=/{(z(t ) } (us tb). 


另 一 方面 , 由 于 T 是 DD 内 的 一 个 紧 集 ,根据 覆盖 定理 ， 
可 以 被 Dj 内 有 限 个 开 圆 副 所 覆盖 , 从 而 在 六 册 林 性 作出 渤 守 
及 mw; 的 折线 下, , 定理 得 证 . 

如 果 w=F(z) 在 区 域 万 内 单 叶 解 析 , 那么 由 定理 1 .3 , 它 把 
区 域 刀 双 射 成 区 域 D, = 了 (D). 于 是 w=f(z) 有 一 个 在 DD 内 确定 
的 反 函 数 z= 二 g (w) .可 所 证 明 : 


定理 1.4 设 还 数 w=/f(z) 在 区 域 D 内 单 叶 解析 ,并 且 


D,=f(D) ,那么 w=f(z) 有 一 个 在 D, 内 单 叶 解析 的 反 函 数 
z= (w) ,并 且 如 果 woe Di ,2z0== gLwo) ,那么 1 


rr 1 
全 (Ww) FA - (1 .1) 


证 先 证 z=@ (w) 在 DD 内 任 一 点 w= wo 连续 . 由 引 理 1 .4 
任 给 e>0， 选取 这 一 引 理 结论 中 的 正 数 p 及/， 使 得 p<5 , 那么 
当 !w 一 mo|l<j 时 ， 


[otw)}— gp (wo )| <p <s. 


因此 z= 9 (w) 在 D 内 任 一 点 连续 
现 证 其 (1 .1). 当 weDj., ww。， 并 且 z=g(w) 时 ,我 们 
有 zeD,， 2# , 于 是 
pH-pH) 3 一 本 | Ww Wo 


w—wo w— wo Z 一 有 0 
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到 为 当 im -~ wo 时 ,z= fw) 220 一 印 (wo ) ,所 以 
tim Pw)~P Om) 一 1 加 -让 一 放生 =1! /im fz) 一 / 《2 ) 
了 2 he 


ww 由 一 bp :+ 20 上 二 一 2 
__ 1 
f(g) 
于 是 (1 .1) 得 证 ， 
2 . 导数 的 几何 意义 ” 设 w=f(z) 是 区 域 D 内 的 音 叶 解析 函 
数 , 设 zeD, wo=/(z0) .由 第 1 段 中 所 述 结 果 , 《a6) 关 0. 考 
虑 在 DD 内 过 有 的 … 条 简单 光滑 曲线 C: 
z=2(1)= x +i(t) (a tb), 
其 中 尺 (DD 及 yD 是 207) 的 实 部 和 说 部 ， 设 z(4)=z (mela, 
bl). 
由 于 . 
全 
dt . 
曲线 C 在 z=z 的 切线 与 实 轴 的 夹 角 是 《40) 的 辐 角 Arg z 《10). 
现 作证 明 如 下 : - 
作 通 过 则 线 C 上 之 点 2=z(9) 及 五 =z(0) 的 制 线 . 出 于 割 


线 的 方向 与 向 量 -4 二 的 方向 至 ,可 以 看 出 : 只 要 当 1 趋 近 


=2 (1)=x 《十 部 ry), 


于 时 ,向量 于 与 实 轴 的 夹 角 arg 了 连续 变动 趋 近 


于 极限 ， 于 么 当 ， zl 总 近 于 有 时， 币 线 网 有 慑 区位 置 印 为 曲线 
C 在 == 为 的 切线 的 位 置 . 但 由 光滑 归 线 的 条 件 , 极限 


， ZI 一 2Z 
lim 2 =z 《nm)#0 
4 


存在 ,因此 下 列 极限 也 存在 : 
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lim arg = 一 =argz (1): (2.1) 
0 一 人 
它 就 是 曲线 CC 在 za， 处 切线 与 实 轴 的 夹 角 , 在 这 里 辐 角 是 连续 变 
动 的 , 并 且 极 限 式 两 过 辐 角 的 数值 是 相应 地 适当 选取 的 ， 
基数 w = 1z ) 把 简单 光滑 曲线 C 映射 成 过 w= 了 (2) 的 一 条 简 
单 曲 线 王 : 
w= f(z2(1) ) (lag tgb). 


由 于 =f 《2(1)) 2z 0, 可 见 工 也 是 一 条 光滑 曲线 ; 它 在 wo 


的 切线 二 的 闪 角 是 
argf tz {1) ) (i)=argf 26)+argz 《bo (2.2) 


HH(2 .1) 及 (2 .2) ,TT 在 w。 处 切线 与 实 畏 的 夹 角 及 与 在 加 处 切 
线 与 实 轴 的 夹 角 相差 为 argf 《zy), 这 一 数值 与 曲线 C 的 形状 及 
在 ” 处 的 奶 线 的 方向 无 关 . | 

设 在 内 过 纪 还 有 一 条 简单 光滑 曲线 C, : z= zj (1) ,函数 
w 一 上 z) 把 它 有 映射 成 为 一 条 简单 光滑 曲线 T: w= 了 (zu(1) ) ,与 
上 面 一 样 , C, 及 TT 在 z 及 ws 处 切线 与 实 轴 的 夹 角 分 别 是 
argz 《tb ) 及 

Argf z(t10)) 2 i)=argf 20) + argz, (t), (2.3) 

比较 (2 .2) 及 (2 .3) ,就 可 看 出 在 w 处 曲线 芽 到 曲线 本 | 的 夹 角 
恰好 等 于 在 3 处 曲线 C 到 C, 的 夹 角 ( 图 32): 
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arg 《zl(o))z 1) — argf (2 (10))z (4) 


一 arg2 (1)—argz 《4). 


这 样 , 用 单 了 时 解析 函数 作 了 映射 时 ,曲线 间 的 来 角 的 大 小 及 方 
向 保持 不 变 . 这 一 性 质 称 为 单 叶 解析 国 数 所 作 映 射 的 保 角 性 . 

以 上 对 单 叶 解析 函数 的 导数 的 辐 角 作 了 儿 何 解释 , 现在 再 说 
明 它 的 模 的 几何 意义 . 根据 以 上 假设 , 我 们 有 : 


|f “(#50)| = 1im ! A | 
:一 2 一 20 


jf(z)—f (5 )| 

由 于 |f “(z0)| 是 比值 TT 的 极限 , 它 可 以 近似 地 
表示 这 种 比值 . 在 w= 了 (z) 所 作 映 射 下 ,|z 一 z| 及 [1(z) 一 Fo)| 
分 别 表示 z 平面 上 向 量 z 一 z 及 w 平 画 上 向 量 f(z) 一 f(zo ) 的 长 
论 , 这 里 向 量 z 一 z 及 f(z) 一 了 zo) 的 起 点 分 别 取 在 及 f(z6)， 
当 1z 一 zi 较 小 时 ,| 有) 近似 地 表示 通过 映射 后 ,1 f(z) 
一 f(z0) | 对 上 一 到 | 的 伸缩 倍数 , 和 而且 这 一 倍数 与 向 量 z 一 z 的 
方向 无 关 . 我 们 把 | “(z0) | 称 为 在 点 z6 的 伸缩 率 ， 

现在 用 几何 直观 来 说 明 单 叶 解析 函数 房 作 柳 射 的 意义 . 设 
w 三 f(z) 是 在 DD 内 解析 的 畏 数 ,zeD, wo=f/(z0) ,和 (zz0， 
那么 w=f{z) 把 有 的 一 个 邻 域 内 任 一 小 三 角形 岗 射 成 含 mw 的 
一 个 区 域内 的 暑 边 三 角形 . 这 两 三 角形 对 应 角 相等 , 对 应 边 近 似 
地 成 比例 , 因此 这 两 三 角形 近似 地 是 相似 形 . 此 外 , w= 了 f(z) 还 
把 半径 充分 小 的 贺 |z~ zi =p 近似 地 映射 成 贺 


Iw—wl=Ilf a)lp (OO<p<+%). 


根据 上 述 理由 ， 我 们 把 单 叶 和 解析 函 数 所 确定 的 映射 称 为 保 形 

映射 或 映照, 或 称 为 共 形 映射 或 保 角 映射 . 这 种 映射 把 区 下 

肥 乔 成 区 弃 , 它 在 每 一 入 人 站 ; 并 间 奉 从 二 下 具有 一 定 的 伸缩 率 . 
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$2 ， 分 式 线性 函数 及 其 映射 性 质 


3 . 分 式 线性 函数 ”线性 函数 是 在 复 变 函数 论 中 经 常用 到 的 
工具 , 在 研究 保 形 英 射 的 一 般 理论 以 及 作 某 些 简单 区 域 的 保 形 映 
射 时 都 要 应 用 到 它 ， 所 谓 分 式 线性 葛 数 就 是 指 下 列 形状 的 图 数 : 

z+tp . 
ET ， . {3.1) 

这 里 zx , ,y 及 5 是 复 常 数 , 而且 m6 一 训 y 关 0 . 上 上 列 最 后 条 性 是 为 了 
保证 函数 (3 .1 不 恒 等 季 常数 . 在 ?= 人 时 ,我们 把 (3 .1) 称 为 整 
绥 性 豚 数 . 一 
“请 妆 (3 . 1) 的 反 函数 

| ~6w+p 

二 一 wm (3 ,2) 
也 是 分 式 线性 耳 数 ,其 中 (一 6)( 一 x2) 一 yz0. 站 

显然 , 当 y= 个 上 时, 国 数 (3.1) 是 把 平面 驶 射 到 有 笠 面 . 即 
把 汉 射 到 到 的 单 叶 解析 铺 数 ， 当 y 半 0 时 , 铺 数 (3 .1) 是 把 


六 } 现 身 届 = 一 全 ) 的 单 对 解析 函数 


我 们 可 以 把 状 数 (3 .1) 的 定义 域 及 值 域 椎 广 到 扩充 复 平 面 
人 当 ?=0 财 ,约定 (3.1) 把 >=oo 辽 射 成 w=20 ; 当 ? 天 0 


时 ,约定 3.1) 把 := -二 及 := xc 分别 哆 磐 成 w=oo 及 
w= 林 .于 是 (3.1) 把 扩充 > 平面 双 射 到 扩充 中 平面 , 即 把 过. 


双 射 到 
现在 多 条 的 本 人 表示 及 基 人 如 果 


{= 把 z=z 下 其 一 个 邻 域 保 形 喘 射 成 1=0 及 其 一 个 邻 


7 
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” 域 ,那么 我 们 说 w=f(z) 把 z= ,2 及 其 一 个 邻 域 保 形 上 映射 成 w= 


oo 及 其 一 个 邻 域 . 如 果 t= zy 把 t=0 及 其 一 个 邻 域 保 形 


映射 成 1=0 及 其 一 个 邻 域 , 就 说 w=7(z) 把 z= o0 及 其 一 个 
邻 域 保 形 上 映射 成 w=o0 及 其 一 个 邻 域 ， 根据 这 些 定 浆 ， 国 数 
(3 .1 把 扩充 :平面 保 形 映射 成 扩充 # 平 面 ， 即 把 E、 保 形 映 
射 成 人 。. 

函数 (3 .2) 是 (3 .1) 的 反 隧 数 . 对 于 它 有 与 上 述 相应 的 说 明 . 

一 般 分 式 线 性 函数 是 由 下 询 四 种 入 单 的 消 数 过 全 而 得 的 : 

(1) w= 2 十 gle 为 一 复数 )，; 

{2)w=ez (作为 一 实数 ): 

(3)w=7z(r 为 一 正 实数 ); 


(4)w= — 
事实 上 , 我们 有 : 


w= 2 - 生 (e+ £) (y= 人 0)， 


w= LtB B00) 
y+ 7 ( 8 ) 
?1 十 一 
把 z 及 w 看 作 同 -- 揽 平面 上 的 点 . 由 第 一 章 第 1 段 中 价 
1 一 俩 3, 我 们 有 : 

(1) w=z+ &% 确定 一 个 平移 ; 

(2)w= ez 确定 一 个 旋转 ; 

(3)w= rz 确定 一 个 以 原点 为 相似 中 心 的 相似 映射 ; 


(4)w= 十 是 由 映射 = 到 及 关于 实 轴 的 对 称 映射 w 一 五 
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登 合 而 得 ， 

4 . 分 式 线性 画 数 的 映射 性 质 现在 我 们 研究 一 般 分 式 线性 
函数 的 映射 性 质 . 

我 们 约定 ， 把 扩充 复 平面 上 任 一 直线 看 成 半 徐 为 无 穷 大 的 图 ， 
根据 这 一 约定 , 我 们 有 : 

定理 4.1 在 扩充 复 平 面 上 ,分 式 线性 函数 把 圆 映 射 成 为 圆 . 

这 一 性 质 称 为 分 式 线性 函数 所 确定 映射 的 保 圆 性 . 

证 我 们 已 知 , 分 式 线性 函数 所 确定 的 映射 ; 是 平 移 , 旋转 、 


相似 映射 以 及 w= 二 型 的 函数 所 确定 的 映射 组 成 的 ， 前 三 种 


映射 显然 把 图 映射 成 为 圆 ， 现 在 只 须 证 明 w= 二 也 把 圆 时 身 
成 为 圆 . 


在 图 的 方程 
a{(x:+ y+ ox+ cy+ d=0 (4.1) 
(如 果 a=0, 这 表示 一 条 直线 ) 中 , 代 人 
好 十 肥 一 32 一 ,y= -二 ， 
由 得 项 的 复数 表示 : 
azz+ Bz+ fz+d=0, | (4.2) 


在 这 里 a ,5b ,c,d 是 实 常 数 ,f= 方 (5+ic) 是 复 常数 


函数 w= 十 把 (4 .2) 映 射 成 为 


2 
dww+pwiBwt+a=0, 
亦 即 w 平面 上 的 贺 (如 果 d=0, 它 表示 一 条 直线 , 即 扩 充 上 w 平 面 
上 半径 为 无 穷 大 的 贺 ) . 定理 证 完 . 
设 分 式 线性 汞 数 (3 . 1 ) 把 扩充 z 平面 芋 的 现 C 映 射 成 为 扩充 
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多 平面 上 的 融 C “ 于 是 已 及 C 把 这 两 个 扩充 复 平面 分 别 分 
成 两 个 没有 公有 点 的 区 域 D,, D, 及 万 “，D,'， 其 边界 分 别 是 CC 
及 CC ”可 以 证 明 (3 .1) 把 万 映射 成 五 或 记 之 中 的 一 个 区 域 ， 

事实 上 , 设 z 及 ze 了 pi: 天 ，21 及 也 关 o ,并 且 设 2 及 2 
关于 (3 .1) 的 象 w, 及 Ww, 对 0 ,那么 可 以 作出 连接 z, 及 z, 的 折 
线 PcD. 由 覆盖 定理 ,可 以 作出 一 个 区 域 RI， 使 得 
Pc RcDi.(3.1) 把 RR 到 射 到 扩充 w 平 面 上 一 个 区 域 “. 于 
是 mw 及 WeR 假定 WwW ED weED ,那么 在 RI 内 连接 wl 
及 w, 的 一 条 折线 已 必然 与 如 相交. 但 局 的 原 象 在 只 内 ,从 
而 不 可 能 与 C 相交 . 于 是 得 出 认 盾 , 因此 mw, 及 w, 必然 同时 属 
于 局 成 .D 7 当 z, zy; Wi， WwW; 之 中 有 些 是 oo 时 ,不 难 推 出 同 
样 结论 ,由 此 可 见 , (3 .1) 把 D 内 射 到 DD; 起 Dj 同样 , 它 也 把 
已 内 射 到 DD; 或 D!'， 从 而 有 关内 射 也 是 满 射 和 双 射 . | 

至 于 (3 .1) 究 竟 把 了 映射 成 六 还 是 D,'， 可 以 通过 检验 DD 
中 任 一 点 的 象 来 决定 . 

既然 分 式 线性 国 数 (3 .1 ) 把 扩充 z 平 面 上 的 图 映射 成 为 扩充 w 
平面 上 的 钢 ,那么 在 扩充 z 平面 及 扩充 w 平面 上 分 别 取 定 一 图 C 
及 C 是否 可 以 找到 一 个 形 如 (3 .1) 的 图 数 把 CC 映射 成 各 ?3 
为 了 解决 这 一 问题 , 先 证 明 : i 

定理 4 .2 对 于 扩充 z 平面 上 任意 三 个 不 同 的 点 z, , z, , z; 以 
及 扩充 w 平面 上 任意 三 个 不 同 的 点 wi , w, , w; ,存在 唯一 的 分 式 
线性 函数 , 把 z, ,  , z; 分 别 峡 射 成 mw ，wa ，w3 ， 

证 先 基 虑 已 给 各 点 都 是 有 限 点 情形 . 设 所 求 分 式 线性 函数 
是 (3 .1), 那么 由 
w= Hh C23). 4.3) 
算出 w 一 ww 一 wz; ws 一 Wis Ww3 一 Ww;， 并 且 宵 去 &, 有，?，6， 
就 得 到 
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用 一 Wi 一 HI 272 ,5372 (4.4) 
WW WW 2—2 ) 2Z—2 . 
从 (4 .4) 可 解 出 所 求 的 分 式 线性 函数 (3 .1 ) .这 一 分 式 线性 函数 是 
椎 一 的 . 事实 上 , 假定 有 另 一 图 数 
03 二 + 让 / 
w= y zt, (3.1 ") 
满足 已 给 条 件 , 那么 在 (3 .1 泪 代 入 已 给 数值 , 并 且 消 去 x, Bi， 
y 及 5 ,我 们 仍然 得 到 (4 .4) ,从 而 (3 .1) 及 (3 .1 人 表示 同 -- 分 
式 线性 函数 ， 
其 次 , 如 果 已 给 各 点 除 w= oo 外 ,都 是 有 限 点 ,那么 所 求 
- 函数 有 下 列 形 式 : 
mz 


WE -一 一 一 一 一 ， 
? (一 23 ) 


并 且 
全 一 2 (k=1,2). 


*  y(s—s) 


算出 w 一 w， 及 w 一 w,, 并且 消 去 4 ,8 及 y, 就 得 到 


WW _ 2-2 . 2 (4.5) 
计 一 Wy 2—2 3 一 2 


由 此 可 解 出 所 求 国 数 , 与 上 面 类 似 ; 可 以 看 出 它 是 唯一 的 ， 

粗略 地 赔 , 在 (4 .4) 中 令 w; 一 oo 就 得 到 (4.5). 

对 于 ,zis ZW， WwW， Wy 中 有 一 些 数 为 无 穷 大 的 另 一些 
情况 , 刀 可 推出 与 (4 .4) 肥 (4 .5) 相 类 似 的 结果 . 读者 自己 可 完 
成 定理 的 证 明 . 

等 式 (4 .4) 及 (4.5) 的 在 边 及 在 边 分 别称 为 ww wi; 
以 及 zz ,23 的 交 比 ,分 别 记 作 {w ,Wy Ww 六) 用 (2 ，5， 
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z，z3) ,由 此 可 得 : 

系 4.1 在 分 式 线性 落 数 所 确定 的 陕 射 下 ， 交 比 不 变 . 

设 一 分 式 线性 函数 把 扩充 z 平面 上 任意 不 同 的 四 点 z) ,= ， z; ， 
zs 并 射 成 扩充 w 平面 上 四 点 ww; ; Ww; ,Wy ， 堵 么 

(21 3 Z33 2 24) = Ww) Wy Wys Ws). 

从 定理 4.2 还 可 推出 : 

定理 4 .3 扩充 z 平 面 上 任何 一 个 圆 , 可 以 用 一 个 分 式 线性 
沙 数 映射 成 扩充 w 平面 上 任何 一 个 锣 . 

事实 上 ,在 =z 平面 及 w 平面 的 蕊 给 加 上 ,分别 选 不 同 三 点 3 ， 
世 : 2 及 不 间 二 点 wi Wy， Wy; 那么 把 21 , z; ;2z; 分别 映射 成 wi， 
wy ;WwW3 的 分 式 线性 函数 ， 就 把 过 当 ， 习 23 的 圆 ,映射 成 过 ， 
Ww ， w; 的 图 . | 

我 们 还 讲述 分 式 线性 的 数 的 另 - .个 重要 的 岗 射 性 质 这 里 先 
引进 一 个 定义 . 我 们 已 经 知道 关于 直线 (半径 为 无 穷 大 的 阅 ) 的 对 
称 点 的 定妆 . 现在 对 于 半径 为 有 限 的 问 ,引进 两 点 对 称 的 定 尖 如 
下 : 设 已 给 加 C:1z-z|=R(O<R<+t+om) “ 尖 个 有 限 点 
及 'z, 在 过 zz, 的 同一 射线 上 , 并且- 


|z ~ 201|z,— 2,| = R! » 


那么 我 们 说 > 及 z, 是 关于 图 C 的 对 称 点 . 我 们 还 说 z, 及 xz 是 
关于 圆 C 的 对 称 点 . 我 们 看 到 定 前 :YY 

“十 章 4.4 功 时 分 式 线性 函数 把 z 平面 上 的 辕 C 映射 成 w 平 
面 上 的 贺 C “那么 它 把 关于 圆 C 的 对 称 点 > 及 忆 ， 陕 射 成 关于 
回忆 的 对 称 点 ww 及 ww, . 

先 应 明 对 称 点 的 一 个 基本 性 质 

引 理 4 .1 两 点 z| 及 ?>， 是 关于 圆 C 的 对 称 点 的 必要 与 充分 
条 忻 是 : 通过 z 及 > 的 任何 圆 与 加 C 直 交 ， 

证 如 果 忆 是 直线 {半径 为 无 穷 大 的 较 ) : 或 者 C 是 半径 为 
有 限 的 圆 , 而 z 及 z, 之 中 有 一 个 是 无 穷 远 点 ,那么 这 一 引 理 中 
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的 结论 是 明显 的 , 

现在 考 虚 圆 CC 为 |z 一 z,| = R(0<RR<+o0 ) ,而 z1 及 zs 都 是 
有 限 点 的 情形 . 

先 证 明 条 件 的 必要 性 . 设 z 
及 z, 关于 圆 C 为 对 称 , 那么 通 
过 zi 及 z 的 直线 (半径 无 穷 大 
的 圆 ) 显 然 与 加 忆 直 交 . 作 过 z， 
及 的 任何 (半径 为 有 限 的 ) 贺 
(图 33). 过 2 作 贺 工 的 切线 ， 
且 设 其 切 点 是 > “ 于 是 |z 21? 
二 |z, 一 z01* 12 一 中 一 玉 ， 从 而 饼 3 
1|z “一 3 = 六 .这 表明 了 zsC ,而 上 述 工 的 切线 恰好 是 圆 的 
半径 . 因此 本 与 忆 直 交 ， . . 

其 次 , 证 明 条 件 的 充分 性 . 过 z, 及 五 作 一 {半径 为 有 限 的 ) 
圆 工 . 与 痪 CC 交 于 一 点 z 由 于 圆 工 与 C 直 变 , 工 在 z 的 切 
线 通过 贺 C 的 心 ,显然 ,2 及 z 在 这 切线 的 同一 侧 . 又 过 2 
及 五 作 … 直 线 工 . 由 于 工 与 C 直 训 ， 它 通过 圆心 四 . 于 是 z 及 z， 
在 通过 的 一 条 射线 上 , 我 们 有 


]2 一 201， | 一 一世 | = 及 2 . 


这 样 就 证 明了 > 及 z, 是 关于 加 C 的 对 称 点 . 引 理 4 .1 得 证 . 
现在 来 证 明定 理 4 ,4 .过 w, 及 w, 的 任何 如 是 由 过 z 及 z, 的 
圆 映射 得 来 的 . 由 引 理 4.1 ,过 z 及 z 的 任何 圆 与 项 CC 直 交 ， 
从 而 由 分 式 线性 销 数 的 保 形 性 , 过 w, 及 w, 的 任何 贺 与 图 C 和 直 
交 . 又 由 引 理 4.1,w, 及 w, 关于 加 C 纹 对 称 . 
例 考虑 扩充 w 平面 上 的 一 赔 |w1 =RR. 分 式 线性 函数 
wa 22 
8 一 2 


把 z 及 z 映射 成 为 关于 圆 |w 1 = R 的 对 称 点 0 及 co ,把 扩充 z 
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平面 上 的 曲线 


了 一 引 
二 一 2 


一 丸 (4.6) | 


有 映射 成 为 圆 |w| = RR. 由 定理 4.1 及 4.4.,(4， 6) 志 示 在 平面 
上 的 一 圆 , > 及， 是 关于 {4.6) 的 对 称 点 . 

5 ,两 个 特殊 的 分 式 线性 函数 现在 我 们 引进 两 个 常用 的 特殊 
分 式 线性 函数 . 

{1) 试 求 把 上 半 平 商 Im z>0 保 形 映 射 成 名 共 1m | <1 的 分 
式 线性 函数 . 

这 种 国 数 应 当 一 方面 把 Im z>0 内 某 一 点 一 映射 成 w=0， 
一 方面 把 Im z=0 映射 成 lw1=1. 由 于 线性 函数 把 关于 实 轴 Im z 
=0 的 对 称 点 映射 成 关于 圆 lw| = 1 的 对 称 点 , 所 求 国 数 不 仅 
把 映射 威 w=0 ,而 且 把 及 映射 成 mw= o .因此 这 种 函数 的 形 
状 是 


由 一 1 二 一 3 


其 中 4 是 一 复 常数 . 其 次 ,如果 z 是 实数 ,那么 


Ea 


wl=1 吕 三 名 |=144=1. 
二 一 20 


”于 是 4=e* ,其 中 8 是 一 实 常数 . 因此 所 求 的 函数 应 是 


w= 09 -站 . (5.1) 
0 


现在 证 明 (5 .1) 确 是 所 求 的 函数 首先 , 如 上 面 所 述 , 由 
(5 .1)， 当 z 是 实数 时 ,|w| =1. 因此 (5.1) 把 直线 Imz=0 映 
射 成 轩 lw1=1, 从 而 把 上 半 平 面 Imz>0 喘 射 成 |wi<1 或 
wl>1. 其 次 ， 当 z=z 时 ,|w|=0<1. 证 完 (大 看 定理 4.1 后 
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而 的 说 明 ) 

根据 分 式 线性 函数 的 件 质 , 贺 瘟 w1< 1 的 直径 是 由 通过 3 
及 于 的 圆 在 上 羊 平面 的 故里 射 成 的 ; 以 w=0 为 心 的 圆 臣 由 纹 z% 
及 亏 为 对 称 点 的 贺 映 则 成 的 ; 而 w=0 是 由 z= 有 喘 射 成 的 .如 
图 34. 


加 34 
{2j) 试 求 把 贺 盘 |zf< 1 保 形 映射 成 贸 盘 |w| <1 的 分 式 线 
这 种 函数 应 当 把 1 内 一 点 忆 上 映射 成 w=0 ,并且 把 
EE1 二 1 映射 成 iw 1=1, 不 难看 出 ， A 


点 是 二 、 与 上 商 - 样 ， 这 种 本数 还 应 当 把 二 -映射 成 w= oo 于 
20 
是 它 的 形状 是 


= 一 = 


1 
其 中 及 为 是 复 常数 . 其次， 当 1z|=1 时 ， 


1 一 20z=22 一 2 一 z(z 一 2 ]， 
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iw |=|141 


2 -ll 
工 一 502 


因此 =e”, 其 中 是 一 实数 ,而 所 求 的 函数 应 是 


we a. (5.2) 


现在 证 明 (5 .2 ) 确 是 所 求 的 消 数 . 首先 ,如 上 面 所 述 , 由 (5 . 
2), 当 |z| = 1 时 ,|w|=1. 因此 (5.2) 把 1zi<1 映 射 成 lw1<1 
或 |w|>1. 其 次 , 当 z=z 时 ,|wi=0<1, 证 完 . 

根据 分 式 线性 国 数 的 性 质 , 圆 胡 1w|< 1 内 的 直径 是 由 通过 


aa 及 十 的 圆 在 1z| <1 内 的 弧 映 射 成 的 ; 以 w=0 为 心 的 加 
@.. : 

是 以 z 及 去 为 对 称 点 的 加 映射 成 的 ; 而 w=0 是 由 z=z 映 

射 成 的 ,如 图 35 . 


图 35 
83， 黎 显 定 理 


6 . 最 大 横 原 理 。 希 瓦尔 兹 引 理 .为 了 讲述 保 形 映射 理论 中 的 
黎 上 党 定理 , 先 引 进 最 大 模 原 理 及 希 责 尔 花 引 理 . 这 些 都 是 解析 函 
数 的 重要 性 质 ; 除 对 保 形 映射 外 ,它们 还 有 许多 重要 的 应 用 . 由 
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本 全 定理 1 .2 可 立即 推出 最 大 模 原理 : 

定理 6 .1 如 果 沙 数 w 一 f(z) 在 区 域 D 内 解析 , 并 且 |f(z)| 
在 D 内 某 一 点 达到 最 大 值 , 那么 f(z) 和 广内 恒 等 于 一 常数 ， 

证 由 定理 1.3 ,假定 f(z) 在 DD 内 不 恒 等 于 一 常数 ,那么 
DD= f(D) 蚌 一 区 域 , 设 F(z)| 在 seD 述 到 极 大 值 .显然 ， 
wo 二 f(z0)eE Di ,而且 ws 必 有 -充分 小 的 邻 域 包含 在 Di 内. 于 
是 在 这 邻 域内 可 找到 一 点 w 锁 是 iw 年 >|wsl; 从 而 在 D 内 有 
一 点 z 锁 足 w =f(z 以 及 LA Yi>|f(z)l, 这 与 所 设 耶 盾 . 
因此 了 (z) 在 记 内 恒 等 于 一 常数 . 

定理 6.1 说明 ,在 一 区 域内 不 恒 等 于 常数 航 解 析 请 数 ,其 模 数 
不 可 能 在 这 区 域内 达到 最 大 值 . 由 此 可 以 证 明 : 

系 6.1 - 设 D 是 一 有 界 区 域 , 其 边界 为 有 限 条 简单 闭 曲 线 
C . 设 函 数 f({z) 在 DD 及 其 边界 所 组 成 的 闭 区 域 i 上 连续 ,在 DD 
内 解析 , 并 且 不 恒 等 于 常数 . 设 作 是 |f(z) 在 D 上 的 最 大 值 ， 
即 /(z) 寿 D 上 的 最 大 模 , 那么 /(z) 在 边界 C 上 而 且 只 在 按 界 C 
上 达到 最 大 模 ， 

证 由 第 二 章 定理 1 .3 ,f(z) 在 D 上 达到 它 的 最 大 模 MY . 假 
定 f(z) 在 zeD 达到 最 大 模 M ， 那么 -F(z 在 zs 达到 极 大 慎 . 
于 是 由 定理 6 .1， fz) 相等 于 常数， 与 假定 相 才 盾 因此 f(z) 在 
C 上 达到 最 大 模 M . 

最 大 模 原理 有 神 种 证 法 ， 这 里 讲 的 内 是 一 种 证 法 . 现在 应 用 

这 原理 来 证 明 希 瓦尔 花 引 理 : 

引 理 6.1 设 六 z) 是 在 开 圆 表 四 的 1 内 的 解析 函数 设 
0)=0, 并 且 当 |zt<1 时 ,|Azi < 1. 在 这 些 条 件 下 ， 

(1) 当 |zl<1 时 ,|7f(z)| |z|: 

(2j) “ON el; 

(3) 如 果 对 于 某 一 复数 z(0<1zd<1), 1Ff(z)|=1z01， 
或 者 如 打 | 六 10 并 = 工 , 那么 在 1zj < 寺内 ， 

f(z)=iz, {6.1) 
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其 中 是 一 复 常 数 ,并且 14|=1. 
证 由 于 7(0)=0 ,7(z) 在 |z| < 1 内 有 泰 惑 展 趟 
fz)=02+ 2a) (6.2) 


其 中 g(z)=a+%wzt+… 在 |z| <1 内 解析 .因为 当 1z|<1 时 ， 
f(z) 1 <1 ,所 以 对 于 1z| =r(0<r<1), 我 们 有 


lg (zl=| Z| 1. 
2Z r 
由 最 大 模 原理 , 当 |z| + 时 , 仍然 有 
1 
ls WI< 
令 r 司 1 , 我们 就 得 到 : 当 |z1<1 时 ， 
| g(z)| 所 1. 《6 .3) 
于 是 当 0<1z|<1 时 ， , 
| 人 <1, (6.3 7 
亦 即 
[f(z)| < 1z], (6.4) 


由 于 了 (0)=0,(6.4) 当 z=0 时 仍 成 立 . 这 样 就 证 明了 引 理 中 
结论 (1) . 由 (6 .3 不 难得 到 结论 (2). 

设 在 要 一 点 z,(0<|z0| <1) .17a )| =|z,|; 或 者 设 if 0) 
=1 .于 是 由 (6.3), 并 且 由 sg(0)=f 40),|g(z)| 在 jzl<1 
内 的 上 za 或 者 0 达到 它 的 最 大 值 1 , 因此 由 最 大 模 原 理 , 在 
“jz1j <1 肉 ,g(z)=4, 其 中 4 是 一 个 模 为 1 的 复 常数 . 由 此 可 见 ， 
当 0<|lzl1<1 时 ,(6.1) 成 立 ; 又 由 f(0)=0, 当 z=0 时 ， 
(6. 1) 仍 成 立 . 引 理 中 的 结论 (3 ) 得 证 . 
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希 豆 尔 兹 引 理 表明 : 设 f(z) 在 1z| <1 内 和 解析. 设 在 上 酉 射 
w= 二 F(z) 下 ,1z| <<1 的 象 在 1w|<1 内 ,并 设 0=7(0), 那 么 

(1)1z| <rt0<r<1) 的 象 在 |z|<r 上 ; 

(2)1f (0)1 sl1 

(3 ) 如 果 某 一 za (0<12| <1) 和 它 的 象 的 模 相 等 , 或 者 如 果 
|A710)1=1 ,那么 f(z)}=4z, 其 中 是 一 模 为 1 的 复 常 堵 . 

“了 .正规 族 在 下 段 黎 曼 定理 的 证 明 中 , 我 们 要 把 映射 函数 
表示 为 一 个 极 值 问题 的 解 . 为 此 , 要 用 到 解析 函数 族 即 解析 了 晴 数 
集 的 一 些 性 质 , 设 * 是 区 域 D( < 5 ) 内 的 一 族 解 析 晴 数 . 如 果 
元 中 任何 国 数 序列 有 一 个 子 序列 , 在 万 内 内 闭 ( 即 内 紧 ) 一 致 四 
人 证 , 那么 我 们 说 .是 … 个 正规 族 . 对 于 DD 内 任何 紧 集 (有 界 闭 
集 )K , 如 果 存 在 着 正 数 时 = 好 ( 天 ) ,使 得 wpr(z JeEr ,Yrzek, 
HS ,那么 就 说 在 了 内 内 闭 (或 内 紧 ) 一 致 有 界 ; 如 果 
Ya>0,35=5(6 ,天 )， 使 得 Yf(z) er yz (及 z0 ceK 满足 
|z -zl<6, {f(z -f(z "<, 那么 就 说 .7 在 D 内 内 闭 ( 或 
内 紧 ) 等 度 连 续 . 先 证 明 - 一 个 引 理 : 
~ 引 间 .个 如 果 区 域 D( cE ) 内 的 解析 范 数 族 . ~ 在 六 内 内 
闭 一 致 有 和 界 , 那么 它 在 D 内 内 闭 等 度 连 续 . 

证 设 紧 集 天 cD, 并 且 设 3D 与 上 的 距离 大 于 29>0. 仿 
K= {tIt-—z|<2n,2eK}. 那么 紧 集 尺 ,= K, Jak, cD. 
设 M = M (K,) 满 足 : YUzJe v2ek,, [f(z YM 

Wz 及 2z” eK 满足 1z “~z “| <y. 作 以 z 为 心 的 加 C : 
|z~z =27 ,那么 和 vf(z)e7， 


/ ml 1 fA) (¢ 
/lz )-f(z ')= 277 | 7 太一 二 | 


FF a 
c £2 z 


们 在 研究 亚 纯 函 数 时 , 这 一 定义 适 要 推广 ， 
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过 “一 人 FE) 本 . 
] ~ (¢—2 )6—2") 
当 teC 时 ,1--z 个 及 一 z “|>#, 因 此 wi(z)e .7 . 


“| Minn _ 2M|z | 
ra 本 
. 1 


UVe Nf NN < Es 


村 是 Yz 及 z"e 玉 满足 -2z "|<6- 一 TF 3 《< 和) 时 ， 我 


们 有 1f(z 沾 一 了 (z 个 <e. 引 理 得 证 ， 
现在 可 证 明 下 列 蒙 素 尔 定理 : 


定理 7.1 如 果 区 域 D (< 2 ) 内 的 解析 函数 族 .二 在 D 内 内 闭 
一 致 有 界 , 那么 .是 一 个 正规 族 . 

证 设 E={z}K=1,2,…) 在 DD 内 处 处 稠密 ,例如 可 取 { zx} 
为 内 虚 、 实 部 都 是 有 理 数 的 点 所 构成 的 集 . 任 取 . 中 的 锋 数 
所 构成 的 一 个 序列 全 (z) }. 现 证 明 可 找到 它 的 一 个 子 序列 在 EE 
中 每 一 点 收 钱 . 


由 假设 ，{ f(z) } 在 z= 2 .有 界 ， 于 是 可 选取 这 序列 的 - -个 
子 序列 切 w(z)》 使 得 它 在 z= zi 收 仇 ,又 由 于 { /CE)} 在 z=z 
有 界 , 可 选取 这 序列 的 一 个 子 序列 习 户 ,(z)}， 使 得 它 在 z= z， 
2 耽 禾 . 依 此 类 推 ，YF >1, 可 选取 {全 _1,,(z)} 的 一 个 子 序 
列 {,,(z)} ,使 得 它 在 z=z1, zz，… :去 收 仇 :我 们 可 以 看 出 ， 
“对 角 线 序列 "1 六 ，(z 久 在 五 中 每 一 点 收 敏 . 

其 次 证 上 明 { 大 ，(z 且 在 万 内 任何 紧 集 天 上 一 艇 收 敏 ， 对 于 
下 ,Va>0, 像 在 引 理 7 了 .1 的 证 明 中 那样 确定 5>0. 取 所 有 ze 
开门 歼 ,并且 作 圆 盘 |z 一 z| < 5. 显然 这 些 团 盘 效 盖 大. 由 覆 
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盖 定 理 , 可 从 其 中 选取 有 限 个 贺 盘 覆盖 天;: 设 |z-z,| < 6tm=1， 
2,…,p) 是 这 些 圆 盘 ,于 是 下 中 任 一 点 z “必然 属于 某 一 圆 盘 
1z 一 2 二 芋 内 ,从 市 由 3 引 理 7.1， 次， 


[fulz Y—fi(z)| <e. 


另 一 方面 ,{ 永 (z)} 在 z=z， 27» oe Zp 收 钱 . 于 是 对 于 
5>0, 3N>0 ,使 得 VE 及 I>N， 


(fi (2 ) — f(z ) | <s(m=1,2 3 p) 本 
wz “eK ,按照 |z “一 2 | < 之 6 确定 z .于 是 Vk 及 I>N， 
[fi (2 -f(z ")| 去 [fi tz 门 一 六 (2 站 + If (z,)— folz, ]| 


+|f (2) f(z NN <3e, 

8 . 黎 曼 定理 4 在 第 5 段 中 , 找到 了 在 上 半 平 面 Im z>0 内 
单 叶 的 国 数 (特别 是 一 个 线性 函数 ) , 把 Inz>0 保 形 双 射 
成 圆 盘 |w | <1. 自然 发 生 下 列 问题 : 任 给 z 平面 上 的 一 个 单 连 
通 区 域 只, 是 否 可 以 找到 一 个 单 叶 函数 把 DD 保 形 双 射 成 1w1 
< 1 呢 9 这 一 问题 不 一 定 有 和 解 . 例如 如 果 刀 是 = 平面 , 其 边界 只 含 
一 点 , 即 无 穷 远 点 , 嘟 么 就 找 不 到 一 个 单 叶 国 数 w=Fz) ,把 z 
平面 保 形 双 射 成 |w|<1. 事实 上 , 假定 有 一 个 这 样 的 国 数 
w= rz)] ,那么 它 是 一 个 有 办 的 整 图 数 , 从 而 f(z) = 常数 ,与 
假定 相 了 矛盾 . 

黎 曼 映射 定理 可 表述 如 下 : 

定理 8.1 设 D 是 z 平面 6 上 的 任何 单 连通 区 域 , 但 不 是 
整个 > 平面, 并 且 z。e D , 那么 有 一 个 . 并 且 只 有 一 个 在 区 域 刀 内 


@ 的 曲 定 理 的 证 明 不 属于 复 变 函数 误 程 的 一 般 攻 学 内 容 ， 
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的 单 叶 函数 w=/(z) ,满足 f(z )=0,f4z,)>0*+, 并 且 把 D 
保 形 双 射 成 |w| < 1. 

证 定理 中 轴 射 国 数 的 唯一 性 可 用 项 巨 尔 兹 引 理 及 最 天 模 原 
理 证 明 . 假定 两 个 因 数 w= 斤 (z) 及 风 = 上 六 (2z) 讲 是 定理 8 .1 中 的 
条 件 . 显然 w- 户 (z) 的 反 国 数 := 9,(w) 把 贺 盘 lo | < 1 保 形 里 
射 成 区 域 D. 于 是 

Fw)=f | @;(w) 
把 |w|<1 映射 到 本 身 ,并 是 

F(0)=f [0,0 =f (2)=0. 

由 了 | 理 6.1， 

[IF (ws |wl. 

把 w= 记 (z) 代 入 上 式 , 我 人 有: 妆 zeD 时 ,: 

[f(z)| a [f(z)|. 
交换 有 (2z) 与 f(z) 的 地 位 ,类书 地 有 : 当 ze D 时 ， 

[stz)s If (Cz). 
丙 以 涩 ze 站 时 ， | 

If tz)| =|f (2)|, 
因为 函数 (260) 一 让 (z0)=0 ,并且 二 和 20)>0, 记 《26)>0，, 所 以 
2 在 DD 内 解析 . 又 因 这 一 晴 数 的 模 恒 等 于 1 , 根据 定理 


6 .1, 我 们 有 


(2)=e f(z), 
其 中 8 是 一 实数 . 又 由 于 


艺 这 一 条 件 表 明 : 过 z=z0 的 光 谓 曲线 CC ' 上 映射 成 过 w=0 的 光滑 曲线 C1 ,而 C 
及 吕 | 分 别 在 zo 与 0 的 切线 有 相同 妊 率 . 
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f(z0)>0, 六 《za0)>0， 


可 推出 所 = 1 ,从 而 六 (>)= (2). 
定理 8 .1 表明 , 作出 有 关 保 形 映射 的 单 叶 函数 依赖 于 三 个 实 

参 恋 数 . 事实 上 , f(s)=0 及 《a6)>0 相当 于 三 个 含 实数 的 方 
程 ， 

证 明定 理 8 .1 中 映射 国 数 存在 要 用 到 单 连 通 区 域 的 下 述 性 
质 : 
“下 理 8.1 设 单 连 通 区 域 D (< ) 内 的 解析 函数 yy {z) 在 D 
内 没有 零点 , 那么 存在 着 在 DP 内 的 一 个 解析 函数 8(z)， 使 得 
vy (z)={ g (2)]7. 


证 由 假设 ， 站 在 也 内 解析 . 因此 它 在 D 内 有 原 函 


数 (z). 显然 h(z) 是 Lny (z) 在 户 内 的 一 个 解析 函数 分 枝 ,于 
是 当 (z2)=@' 中 ,从 而 g (z)=e' 中 2 满足 引 理 中 的 结论 ， 


"定理 8 .1 的 证 ( 续 ) 考 虞 在 DD 内 满足 下 列 条 件 的 单 叶 函数 
族 工 : yo (z)eZ ,w=wp(z) 确 定 从 DD 到 |w|<1 的 一 个 映射 ， 


9 (zo)=0 ,并且 《zs6)>0. 我 们 要 证 明定 理 8.1 中 的 f(z) 正 
是 三 中 使 得 导数 《z0) 是 极 大 值 的 函数 . 证 明 步 又 如 下 : 


(1) 证 明 瑟 关 力 . 取 xeD. 由 引 理 8.,1, 存在 着 D 内 的 解析 
函数 g (z) ,使 得 [g(z)]?=z- x. 显然 ,YWz eD,g(z)z0. 
g(z) 是 D 内 的 一 个 单 叶 函 数 , 事实 上 ,yz .2,8D ;如果 g(z,) 
=g(z)) ,那么 [g(z)]?=[g (zy ,从 而 z=z,. 于 是 w=g (z) 
把 区 域 DD 映 射 到 区 域 g (D)， 

与 上 面 类 拟 ，Yz| 及 ze DD; 如 果 g(z)= 一 g (zz) ;那么 
仍然 有 z=z,. 由 于 g (z) 在 DD 内 不 为 零 , 区域 g (DD) 必 然 包 含 -一 
个 闭 圆 盘 lw 一 g (z0)1 7 ,其 中 0 < 7 <|g (zo)|. 于 是 g(D) 
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站 {w iw g(a0)1 < 中 = 下 ,因为 否则 这 一 交集 中 有 一 点 w 
而 w 及 一 mw 在 中 内 有 同一 原 象 ， 这 是 不 可 能 的 ,因此 当 ze 刀 
时 ,lg(z)TSg(z)l> rr 特别 218(z 咱 >r 

现 证 明了 贡 数 


(2)= gz)| 。 8(2) 。 g(r)-g(a) ,y 
Wo 4 lg)F ga) g(te(y) 


事实 上 ,由 于 g(z) 是 D 内 的 单 叶 函数 ,而 自在 DD 内 ,|g{(z) 
+g(20) | > >0 ,po(z) 也 是 D 内 的 单 叶 读数, 其 次 , 不 难 算 
出 . 


Pom0)=0, 00 (30)= ES > 
叉 因 ze 
(z2)—g (za,) 二 |; (z | 。 | ~ ee 
gla)tglz) | 8 和 gs(2) gl(z2)+g() 
1 2 
<|g(z)l [tr EGG | 


< 全 + -eol 


所 以 [eofz)|<1 夫 而 wo(z)eEE， 
(2) 设 5=supf pz 让 ofzyez 证 本 5< +oo ,并 且 
31(z) e 王 ,使 得 广 人 2)= 五 。 | 
由 假设 ，3{ yg, (2z)} cc ,使 得 pi (zo)-> b(n +w). 
由 定理 7 .1 ,{ wp,(z) 是 -一 正规 族 ; 于 是 可 从 其 中 挨 出 -个 子 序 
列 ,合共 在 D 内 内 闭 收 化 于 - -解析 函数 f(z). 为 简单 计 ， 把 这 
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子 序 列 就 记 作 { qg,(z)}. 取 极 限 , 我 们 得 到 wzeDD，,ILA(Czj 
委 1 ,810 一 个 :了 人 0 一 二 > 站 ,由 此 可 见 , 2<+o 并 下 六 =) 
关 常数, 因此 f(D) 是 包含 在 |wj <1 内 的 一 个 区 域 , 从 而 
yzeD,|f(z <1. 

为 了 证 明 f(z) sz ,还 只 需 证 明 VzeD,yz,eD, 和 但 
z 闫 21 那么 必然 有 了 (z,) 关 f(z,)， 作 以 为 心 ,包含 在 DD 内 且 不 
含 支 的 闭 圆 盘 玉 ,使 得 f(z) 一 了 f(z) 在 3 上 没有 零点 . 于 是 
6 >0 ,使 得 y ze6K,|f(z) 一 f(z1)) >5. 又 由 一 致 收 合 性 , 当 
充分 大 时 ,YYze OK,|(p,(2)~ 9,2))— (f(z) f(z) <6. 
由 健 获 定理 , 当 充分 大 时 ,gq,(z) 一 gp,(z1) 及 f(z) 一 fz) 在 KK 
的 内 部 的 零点 数 同 为 零 , 从 而 f(z,) 一 了 f(z) 关 0 ,于 是 f(z)ez. 

{3) 证 明 f(D}={w jiw|<1}. 假定 3w 销 足 jw < 天 1， 
但 wE€7(D)， 那 么 由 引 理 8.1，3F(z) 存 内 解析 ,使 得 

(F(z) = -HH . 
1 二 元 77G] 
由 第 5 段 的 (2), F(z) 是 了 D 内 的 单 叶 函数 ,并 且 |F(z)| <1， 
令 


Fl) | F(z)- F(z,) 
GD Fr ”FJ 


于 是 G(z) 也 是 DD 内 的 单 叶 函数 ,G6 (z)=0， 


Gta) al ltlwd 


1-|IF(z)F 2V|w 7| b>Y. 


因此 G(z)eE 王 ,但 上 式 与 (2) 相 矛盾 . 证 完 ， 

在 定理 8 .1 中 , 如 果 对 所 求 单 叶 国 数 w= 一/(z) 不 要 求 fz) 
=0 ,A4《z)>0 ,那么 由 第 5 段 的 (2)， 把 DD 双 射 成 lw|<1 的 
单 村 是 数 有 无 穷 多 个 . 

由 定理 8 .1, 有 无 穷 多 个 单 叶 函数 把 DD 双 射 成 w 平面 上 任 
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何不 是 金平 面 的 单 连通 区 域 . 

用 分 式 线性 畏 数 作 映射 ,可见 这 定理 对 于 扩充 z 平面 上 的 单 
连通 区 域 也 适用 , 所 谓 万 是 扩充 = 平面 上 的 单 连 通 区 域 , 就 是 说 
DD 内 任何 闭 简单 连续 曲线 的 内 区 域 或 者 外 区 域 中 每 一 点 属于 DD， 
仇 如 ,多 边 撒 的 外 区 域 是 单 过 通 的 还 是 多 过 通 的 ,将 根据 我 们 是 
否 把 无 穷 远 点 包括 在 内 而 定 . 

黎 曙 定理 在 复 变 印 数 的 理论 及 其 应 用 上 都 有 极其 重要 的 疙 义 . 
在 理论 上 , 它 是 近代 复 变 函数 的 几何 理论 的 起 点 . 其 次 ,在 较 
复杂 的 区 感 岂 ， 要 研究 保 形 映射 下 的 某 些 不 变量 ,只 须 在 较 简单 的 
区 域内 进行 研究 ,然后 应 用 保 形 映射 就 可 得 到 所 需要 的 结果 . 不 
但 如 此 , 在 保 形 映射 下 ,有些 物理 量 的 若干 性 质保 持 不 变 . 因此 ， 
保 形 映射 对 于 解决 某 些 理论 问题 以 及 实际 问题 起 着 重要 的 作用 . 

黎 曼 定理 指出 了 可 把 某 些 区 域 保 形 映射 成 单位 圆 盘 . 至 于 怎 
样 作出 具体 区 域 的 映射 函数 , 还 有 待 于 研究 . 第 10 段 及 第 七 章 
中 将 举 出 作 映射 函数 的 一 些 简单 的 例子 ， 

9 , 边界 对 应 + 黎 曼 定理 指出 某 些 区 战 可 以 用 单 叶 函 数 保 形 
双 射 成 圆 盘 , 但 不 能 说 明 已 给 区 域 与 圆 盘 的 边界 之 间 是 否 有 对 应 
甘 系 ,对 于 以 闭 简单 连续 曲线 即 闲 约 当 曲线 为 边界 的 曲线 , 有 一 
个 比较 简单 的 结果 (也 订 只 出 附录 二 中 较 特 殊 的 结果 ) . 

如 果 区 域 万 以 闲 简 单 连 续 曲 线 C 为 边界 , 那么 C 上 每 一 点 都 是 
可 达 点 . 这 就 是 说 ，Yi e CR 及 yz0e D ,那么 可 以 作 一 条 简单 连续 
曲线 巡 接 5 及 z,, 使 这 曲线 除去 外 完全 在 DD 内， 

在 - 般 情形 下 , 一 个 区 域 的 边界 点 不 -- 定 是 可 达 点 , 例如 考 


诬 从 正方 形 (x ,3)10 <x,y <1}) 中 除去 { (x,y)|x= 六 


本。 小 列 边界 对 许 定 于 的 证 明和 不 属于 复 变 畏 数 课程 的 一 般 教 学 内 容 ， 
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3,…) 而 得 的 区 域 ,那么 》 轴 上 的 每 -个 边界 点 都 不 是 可 达 点 . 
事实 上 , 否则 可 作 一 -条 参数 为 ;的 简单 连续 曲线 连接 * 及 万 内 
一 点 亏 ( 这 曲线 除去 上 外 完全 在 D 内 ) . 于 是 曲线 上 点 的 纵 坐 标 是; 
的 连续 函数 ; 设 它 在 1=4 时 取 值 mt=y , 当 !-> 二 时 ,应 无 


限 多 次 取 大 于 及 小 于 二 的 值 , 从 而 不 可 能 有 y -> y, . 这 冬 


就 得 到 了 了 矛盾 . 

现在 应 用 上 述 性 质证 明 一 个 引 理 . 

引 理 9》.1 设 z 平 面 上 单 连通 区 域 D 的 边界 是 一 条 闭 简单 连续 
曲线 C . 设 单 叶 函数 w= 了 f(z ) 把 D 映射 成 单位 图 盘 | w | < 】 ,那么 
f(z) 往 DD 内 一 臻 连续. 


证 假定 f(z) 在 DD 内 不 一 至 连续 ,那么 36>0,312z, 沾 及 
{2 jcC(n=1,2,…), 使 得 


| -21< 二， [fF C2) — f(z) > 80. (9.1) 


由 于 { 小 有 界 , 它 有 一 个 子 序列 收 化 于 一 点 f. 现 证 明 ec， 
为 简单 起 妃 ,把 这 子 序 列 仍 记 作 {z, 人 .又 因 二 全 zx0, 所 以 
TE 2 (> 二 oo) 
假若 5 < C ,那么 5e D, 从 而 
fa) Er AE t+oc)， 
与 (9.1) 相 了 矛盾 ,因此 “ee 
设 wy =f (zw = (2 人 .由 于 fw 及 fw 有 界 , 可 
以 从 其 中 选取 相应 的 收敛 子 序列 ; 为 简单 起 见 , 可 以 设 w,> 证， 
wi w (nr + 0). 由 (9.,1), | 
ww “一 由 省 区 如. (9 .2) 
与 土 首 类 似 , 可 以 推出 |w 咎 =|w “| =1， 
在 lw|<1 内 肥 两 点 wi 及 w, ;使 得 | wi 一 w;| 宕 ,人 2. 设 
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太一 ml f(z) = WwW, 取 正 数 R<It—z 及 |t—z,l. 作 以 上 
为 心 、 卫 为 半径 的 右上 (图 36). 


取 pe(0.R)， 使 得 


LR 
4 p > (9.3) 


作 以 + 为 心 、p 为 半径 的 圆 盘 , 其 边界 是 融 天 ,，. 在 这 圆 盘 内 取 z 
及 zt, 使 得 |wy 一 Ww 全 宇 负 这 ;由 (9.2)， 当 充分 大 时 ,这 是 
可 以 做 到 的 . 

在 |w|<1 内 作 折 线 Wiw, 及 ww 使 得 它们 的 距离 
宕 60 这 . 设 这 两 折线 在 D 内 的 原 像 起 曲线 y 及 7,. 

设 一 点 从 或 出 发 , 沿 y 或 问 z 或 z 运 动 ,首先 过 到 
民 。 上 的 点 局 或 总 ; 设 一 点 从 号 或 2 出 发 ， 洛 为 或 力作 相反 方 
向 的 运动 , 首先 遇 到 天， 上 的 点 世 或 5 和 于 是 如 与 5 以 及 与 5 
之 间 的 圆 弧 天 及 天 7) (各 为 天 及 天 ,的 一 部 分 ) ,还 有 与 6 
以 及 总 与 总 之 间 的 曲线 和 及 Y,'( 各 为 y) 及 3, 的 一 部 分 】, 合 起 
来 围 成 -~ 区域 D, . 
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在 下 i 及 下” 上 分 别 取 区 域 忆 的 可 达 点 ! ' 及 上 由 附录 二 ， 
这 样 的 点 必然 存在 ; 把 它们 用 D， 内 的 一 条 简单 连续 曲线 y( 端 点 
在 Di 的 边界 上 ) 联 结 起 来 . 当 .点 从 二 出 发 , 沿 ? 向 过 运 勒 时 ， 
首先 遇 到 入， 上 的 点 关 ; 然后 从 了 二 出 发 , 涪 天 分别 向 两 个 方向 
运动 , 首先 过 到 六 及 入 F 的 点 zi 及 2， 

由 于 折线 ww 及 WW 的 距离 写 80/2， 我 们 有 


22 


a /2<1f (2 ) f(z) = | fz)qz] 


寻 


2 2 
-| . fF {Et rev)rietdd| < | , {Ff E+ ed |rag. 
| . 


31 


由 希 豆 尔 兹 不 等 式 ， 


过 
| {fF t+ ret )|? road ， 


z 
| 


从 而 
习 
ei/dr& |. 17 C+ rer rade. 

取 积 分 ， 

RR PR 2 

诗 | 局 “-| | |F "(t+ret)| yao. 

p 7 耻 
因此 
本 eln <|| |F Xz)|? dxay -| I Se | axay, 

D1 

其 中 


P(xy)= Ref(z), OFx,y)= Imf{(z). 


由 于 上 列 二 重 积分 表示 D, 在 |w| < 1 内 的 像 的 面积 , 我 们 有 
育 In 广 A, (9.3 人 
与 (9 .3) 相 韦 盾 . 因此 f(z) 在 DD 内 一 臻 连续 . 
应 用 引 理 9 .1 证 明 : 
定理 9 .1 设 z 平面 上 单 连通 区 域 D 的 边 寞 是 一 条 闭 简 单 连续 曲 
线 C . 设 单 了 灶 莫 数 w=f(z) 把 DD 陕 射 成 单位 圆 盘 ]w|<1 ,那么 
这 范 数 的 定 尽 可 以 唯一 地 推广 到 C 上 , 使 所 得 画 数 把 闭 区 域 
DD= DLJC 连续 双 射 * 成 jw| <1. 
证 由 3| 理 9.1, 台 >0, 泡 >0, 只 要 z 人 及 z"eD ,并且 
[> 一 z “| <6, 就 有 
f(z YO-ftz <e. (9.4) 


证 明 分 下 列 几 步 进行 : 

(0) 把 w= f{z) 的 定义 推广 到 局 上， 

设 ieC,{z})cD,z, ft(n 一 +%) 由 柯 西 收敛 原 
理 ， 当 下 充分 大 ,pp=1,2，… 时 ,|z,,, 一 Z| <5. 由 (9.4). 这 时 

f(a Y=f (a)| <e. 

因此 序列 {了 (z,) 收 证 于 一 有 限 复数 m . 

设 另 一 序列 {5,( cD ) 收 你 于 5 同 理 ,序列 { f(z 人} 收敛 
于 一 有 限 复数 w ”我们 有 

[ww ls lw-—f( | +f(2 )—w +Nftz,)—f (2 ). 


(9.5) 
由 于 


工 连续 函数 所 作 的 上 映射 叫做 连续 映射 . 
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[zo ss |z, -tl+|z, — ti, 


当 充分 大 时 ,1z, 一 zi 1 <5. 由 (9.4), 在 (9 .5) 中 适当 选取 z, 
及 码 针 ,我 们 有 


[Iw—w "|<ei+ei+s=3e. 
国 为 s>0 是 任意 的 , 所 以 必然 有 |w 一 w |=0, 亦 即 w=w “与 
实 变 函数 情形 一 样 ， 由 此 可 见 ， 


3 lim ， 了 f(z)=w ; 记 必 (人 

(2) 函数 w= 了 f(z) 在 D 上 连续 . 

只 须 证 明 f(t) 在 C 上 连续 . 设 t 及 Y*eC, 并且 
tt < 全 - 设 (了 有 zr}cD >t (n> 
+ oo )， 我 们 有 

FO EY NEF Ff) 

+ f(z) f(z) (9.6) 

由 于 
1z ziti zl +1, 
适当 选取 z 及 z ,就 有 
|z 一 2 | <#. 
于 是 由 引 理 9.4, 在 (9.6) 中 适当 选取 > 及 z ,就 可 得 到 : 
当 |5-51< 时 ， 
OA) etet+e= 3e. 


因此 了 f(t) 在 C 上 达 续 ,从 而 f(z) 在 D 上 连续 . 
(3) 函 数 w=f(z) 给 出 从 DD 到 Tw| < 1 的 内 射 . 
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只 须 证 明 w=.f(z) 给 出 从 C 到 |w|=1 的 内 射 .首先 证 明 当 
teC 有 时 ,FT=1. 设 (zcD,z -rn oo) 假定 
w= 二 f(t 满足 wi<1 .那么 习 z 'eD ,使 得 w=f(z 人. 取 z 的 
一 个 充分 小 的 驾 域 广 ,, 当 nn 充分 大 时 ,z, e VV ,. 因此 当 充分 
大 时 ,f(z,)ef(V,7), 即 w 的 一 个 邻 域 , 从 而 不 可 能 有 f(z,) 一 
mw (> +o0). 于 是 f(t)| =1. 

其 次 证 明 当 + 及 5 ‘eC,tzt “时 ,f(D) 关 f(t 个， 设 {z,} 及 
{D2 十 0) 我 们 就 有 4172)|= 
V(t 个 =1. 取 ( 的 一 个 充分 小 的 邻 域 广 ,使 5 生态 ,并 且 当 nn 充 
分 大 时 , ze VP, 5 € ,从 而 f(z,) ef(V), flz, Er)， 
因此 不 可 能 有 f(z 个 > f(t)ef(V.). 于 是 7(5) 关 了 (Et). 

不 难看 出 ,上述 从 也 推广 到 D 的 函数 w=f(z) 是 唯一 地 确 
定 的 . 

{4) 销 数 =f (z) 给 出 从 DD 到 |w 1 1 的 连续 双 射 . 

只 须 证 明 f(C)=iw1liwl=1}， 考虑 w=f(z) 在 D 内 的 反 
消 数 z=g (w) 及 其 在 |w| 1 上 的 推广 , 就 可 看 出 |w|=1. 上 每 
一 点 都 是 上 一 点 在 映射 w= 了 (z) 下 的 像 ， 证 完 . 

在 保 形 映射 的 实际 应 用 中 , 下 述 边界 对 应 原理 很 重要 , 它 在 
一 定 意义 下 是 定理 9 .1 的 逆 定 理 : 

定理 9 .2 设 在 z 平面 上 的 有 界 单 连通 区 域 了 以 闭 简单 分 段 
光滑 曲线 C 为 边界 . 设 丁 娄 w=f/(z) 

(1) 在 轧 及 CC 所 组 成 的 妆 区 域 D 上 解析 ， 

(2) 把 C 双 射 成 局 :1w%|=1， 
那么 w=z) 把 万 保 形 观 射 成 忆 :1w1 < 1 , 井 使 C 关 于 D 的 正 向 ， 
对 应 于 C, 关于 DD 的 正 向 ， 

证 这 一 定理 可 用 上 章 系 $.1 证 明 ., 设 wi 是 f(z) 在 C 上 所 
不 取 的 一 值 . 由 土 章 系 5.1 并 且 由 (1) 及 (2), f(z) 一 wo 在 DD 内 
的 零点 的 个 数 是 
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N= 记 Acarg{l f(z)— wo ]= 元 Ac arg{l w— wol ， 
这 里 Au 的 意义 与 上 述 系 中 相同 , 取 C, 的 方向 使 其 在 映射 下 与 C 
基于 九 的 正 向 相对 应 ， 

显然 , 按照 所 取 C 方向 是 逆 时 针 还 是 顺 时 针 的 ,我 们 有 


+2n (lwol<1)， 


Acarg[w 一 mo] -1 
0 (| wl> 1), 


于 是 


+1 (lwol <1)， 
{， (wl >1). 


但 N= 一 1 是 不 可 能 的 ,因此 在 w=f{z) 下 , C, 的 逆 时 针 方 向 、 
亦 即 关于 PD 的 正 向 , 与 C 关于 DD 的 正 向 相对 应 . 这样, 在 DP 内 ， 
了 (z) 取 圆 盘 1w|<1 内 的 任何 值 一 次 , 而 不 有 取 1w|> 1 内 的 任何 
值 .从 而 F(D) 内 包含 Di , 而 不 含 |w|>1 内 的 任何 值 . 

现 证 明 D1 = 了 f(D). 这 时 f(z ) 在 DD 内 不 恒 等 于 常数 . 由 定理 
1 .3 知 ,， 了 f(D) 是 一 区 域 . 假定 有 一 点 wief(D)(w| =1)， 那 么 
了 (DD) 应 含 wi 的 一 个 邻 域 ,从 而 应 含 |w1> 1 内 的 --- 些 点 . 这 是 不 
可 能 的 . 因此 f(D)=D. 

因为 利用 简单 分 式 线性 函数 可 以 把 无 界 区 域 变 成 为 有 界 区 域 ， 
所 以 对 于 无 界 区 域 ,上面 的 定理 仍然 成 立 . : 

我 们 知道 对 扩充 z 平面 及 w 平面 上 分 别 不 同 的 三 点 x ,6 ,”» 
及 避让 ,yy ,有 一 个 并 且 只 有 一 个 分 式 线 性 冰 数 把 x,,y 分 
别 映射 成 ,Bi ,Yi ,而 且 把 过 mw, 8 ,» 的 圆 或 直线 C 映射 成 过 
Xi，Pi: 7 的 圆 或 直线 CC 及 袜 | 分别 把 扩充 z 平 面 及 w 平面 

分 成 两 个 区 域 ; 这 一 线性 函数 确定 了 这 些 区 域 之 间 的 保 形 双 
射 . 由 定理 9.2 ,如果 ,8B,y 在 C 上 排列 的 次 序 关 于 区 域 D 
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为 正 问 , 而 e , 铬 ,7 在 C 上 排列 的 次 序 半 于 区 域 DD 为 正 向 ， 
那么 上 述 函数 把 区 域 D 保 形 双 射 成 D 

10 .实例 ”在 解 深 茶 些 实际 问题 以 及 数学 理论 问题 时 , 我 们 
往往 时 把 有 关 解 析 函 数 的 定 多 区 域 保 形 映射 成 为 较 简 单 的 区 域 ， 
以 便 进 行 研 究 及 计算 . 作为 实例 , 我 们 现在 用 几 个 初等 国 数 相 结 
侣 ,把 一 些 简单 区 域 保 形 映射 成 半 平 面 . 圆 盘 或 其 他 简单 区 域 . 

例 1 求 作 一 单 叶 函数 , 把 半圆 盘 | z1<1 . Imz>0 哥 形 上 映射 
成 上 半 平 面 ， 

因为 加 |z| = 1 及 实数 轴 Imz=0 在 -1 及 +1 直 交 , 所 以 
作 分 式 线性 函数 

w= 2+1, (10.1) 


> 一 上 


把 -1 及 +1 分 别 映射 成 @ 平 面 十 O 及 ow 两 点 , 于 是 把 |z| =1 
及 Im z=0 映 射 成 平面 上 在 原点 互相 直 交 的 两 条 直线 ， 

由 于 线性 函数 (10 . 1) 中药 常数 是 实 的 , z 平面 上 的 实 轴 映 
射 成 为 om 平面 上 的 实 轴 ; 又 由 于 z= 0 映射 成 为 上 = 一 1 , 半 阐 
的 直径 4C 映射 成 为 w 平面 上 的 负 半 实 轴 . 

显然 贺 1z|= 1 映射 成 为 wm 平面 上 的 虚 轴 . 又 由 于 z=i 映 


射 成 为 四 二 寺 = -1, 半 阅 4DC 映射 成 为 下 半 腊 轴 (图 37). 


(3) © BOD Ta 《9 Cu 

- Dt—l} AtD} Briiy 

De—1y ¢ 5 
= ee 


hy {oe) 


图 37 
根据 在 保 形 映射 下 区 域 及 其 边界 之 间 的 对 应 关系 , 已 给 半 汤 
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盘 所 上 映射 到 o 平面 上 的 区 域 , 应 当 在 周 界 4BC 的 左 方 , 因此 它 


3 


是 第 三 象限 x<arg < 7 


最 后 作 了 映射 
= . {10 .2) 
当 ww 在 第 三 象限 中 变化 时 , argw 在 2x 及 3 之 间 变 化 . 因此 
中 平面 上 的 第 三 象限 就 映照 成 为 w 平面 上 的 上 半 平 面 . 
结合 (10 .1) 及 (10 .2), 我 们 得 到 所 求 的 一 个 单 叶 函数 : 
"0 ( z+1 ) (10 .3) 


z—1 


我 们 也 可 作出 其 他 单 叶 函 数 实现 所 贤 求 的 保 形 映射 . 
例 2 求 作 一 单 叶 痛 数 , 把 z 平 面 上 的 带 形 0<Jmz<r 保 形 
映射 成 w 平面 上 的 单位 圆 盘 1m|<1. 
函数 
多 三 全 (10 .4) 
把 = 平面 上 的 已 给 带 形 保 形 映射 成 四 平面 上 的 上 半 和 平面 ( 见 图 6) 
到 多 平面 上 关于 实 轴 的 对 称 点 -及 守 .那么 国 数 
Di 
w= Tr (10 .5) 
把 中 平面 上 的 上 半 平 面 保 形 映射 成 为 |w| <1 (图 38). 
结合 (10 .4) 及 (10 .5) 就 得 到 所 求 单 叶 国 数 : 


e—i 
gti 


例 3 求 作 一 单 叶 解析 立 数 , 把 扩充 z 平面 上 单位 圆 的 外 部 
1z] > 1 映射 成 扩充 w 平面 上 去 掉 割 线 -1<Rew<1,Imw=0 
而 得 的 部 分 (图 39). 
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容易 验证 , 分 式 线性 函数 


(10.6) 


”把 割 线 一 1 Rew< 1 ,Imw=0 了 映射 成 平面 上 的 负 实 轴 , 把 扩 
充 w 平面 上 的 已 给 部 分 保 形 映射 成 平面 上 除去 负 实 轴 (包括 0) 
而 得 的 部 分 (图 39).， 

另 一 方面 , 分 式 线性 函数 


汪 = 六 (10.7) 


把 图 1z|=1 映射 为 平面 的 虚名 .由 十 它 把 z=2 映射 成 为 
=3, 可 见 它 把 扩充 z 平 商 上 单位 图 的 外 部 和 z| > 二 映射 志 平 
闸 的 右 半 平面 . 显然 ， 

22 了 


w= (10.8) 


把 :平面 上 的 这 一 部 分 映射 成 wm 平面 上 除去 负 实 轴 而 得 的 区 域 . 
结合 (10 .6) 一 (10.8) ,可 见 由 等 式 


w+1 _ zsz+1l \: 
w—1 \z—l 
所 确定 的 函数 


w= 让 (= 二 (10.9) 


就 是 所 求 的 单 叶 国 数 ， 
函数 


把 区 域 1z1 > 1 保 形 映射 成 为 ;Zi < 1 , 把 函数 (10.9) 变 换 为 


nw= 工 {z+ .1 
2 十 Zz a 

由 此 可 见 , 销 数 (10 .9) 把 园 盘 |Z1<1 也 保 形 映射 成 为 例 3 中 
所 给 出 扩充 w 平面 上 的 区 域 ， 

例 4 求 作 一 音 叶 函数 ,把 半 带 域 -r2<xr<r2,y>0 保 
形 双 射 成 上 半 平 面 , 并 日 使 f(x/2)= 土 1 , 70)=0. 

把 坐标 系 按 反 时 针 方向 转 一 直角 , 并 且 应 用 指数 函数 作 上 映射 ， 
我 们 求 得 函数 -> 

: 一 全 (10 .10) 

把 上 述 半 带 形 域 映 射 成 平面 上 的 半圆 嚼 |w| <1, Rew>0( 图 
40{5)). 

把 坐标 系 按 反 时 针 方 向 转 一 直角 , 并且 应 用 (10 .3)， 就 得 
到 
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人 一 而 
(a 4 Bp 4 了 
(oy) 
Cy DO) (cc) 
Ee 
y BODY | 项 fo 》 
Cr) 
(i) : 
Aloo) B{(—1) C00) ”wo cc0) nile 
TT BERt) 
《cy on Cw) 
A{—1) BOY ce(1y ACooBC— A OD) DO ACoo) 
" d) ” 
(dy) 
图 4 和 44] 
iD 十 2 
“(2 l ) . (10.11) 
iww— 1 


.结合 (10 .10) 及 (10 .11), 我 们 得 到 把 已 纵 半 带 域 保 形 映射 
到 上 半 w; 平面 的 单 叶 函数 , 不 过 这 时 z= 一 x 这 ,0 及 x/2 分 别 
联 射 成 w = oo ,一 1 及 0. 作 线 性 孙 数 ,把 w=o0, 一 1 及 0 映射 
成 w= 一 1,0 及 二 1: 


w= — ET. (10.12) 
3 


最 后 由 (10 .12), (10 .11) 及 (10.10),， 就 得 到 所 求 的 单 叶 函数 : 


(w+t1)+(liw-1) _ wo-l 
(iw+ 1 一 (oo-1)2 2iw. 
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一 1 {er—~e * )=sinz. 
21 | 


例 5 在 z 平面 的 上 半 平 面 上 ,从 原点 起 , 沿 虚 轴 作 一 长 为 有 
的 割 线 (图 41 (a)). 试 作 … 个 单 叶 解 析 图 数 ,把 在 上 述 半 平面 去 
掉 割 线 而 得 的 区 域 保 形 映射 成 亦 平面 的 上 半 平 面 ， 
首先 作 映 射 把 割 线 除 掉 ,使 已 给 区 域 的 全 部 边界 都 变 到 中 平 
面 的 实 轴 上 . 为 此 , 用 在 上 述 区 域内 的 单 时 解析 菌 数 ， 
四 二 开 
把 z 平 面 的 第 一 及 第 二 象限 分 别 有 映射 成 为 w 平面 的 上 半 平 面 及 
下 半 平 面 , 这 时 射线 4D 映射 成 平面 上 正 实 轴 的 上 沿 , DC 映 
射 成 从 0 到 一 如 的 线段 的 上 藻 , C8 映射 成 这 线段 的 下 沿 , B84 贞 
射 成 正 实 辅 的 下 沾 , 于 是 z 平面 上 的 已 给 区 域 映 射 成 为 由 平 面 上 
除去 射线 Im w=0, Rew> 一 全 而 得 的 区 域 ， 
显然 , 晒 数 
让 | 一 钙 十 下 
把 w 平面 的 上 还 区 域 映 射 成 w 平面 上 除去 正 实 轴 而 得 的 芭 域 而 
晴 数 
wr 


又 把 这 一 -区域 映 射 成 w 平面 的 上 半 平 面 , 在 这 里 Yj 应 理解 为 在 
正 实 轴 和 的 上 丫 取 正 值 的 -个 解析 分 枝 . 
结合 以 上 结果 , 就 得 到 所 求 的 函数 
Ww Vo VETR. (10.13) 
习 题 六 


1 . 如 果 单 时 解析 函数 w=/(z ) 把 * 平 看 上 可 求 面积 的 区 域 马 映 射 成 w 平 . 
面 上 的 区 域 D0", 证 明史" 的 面积 是 


| {Ff "212 ddy. 
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2 .如 果 国 数 Afz ) 在 可 求 面积 的 区 域 万 内 单 叶 解 析 , 并 县 满足 条 件 [f Gz 
去 上 ,证明 


| {fF “CG? dx dy gn. 


3 , 如 果 国 数 Flz) 在 :>=0 解析 ,并且 人 0) 对 0 ,证 明 f(z) 在 z=0 的 一 
个 邻 域 内 单 叶 . 

[ 提示 ]】 考虑 f(z ) 在 z=0 的 泰勒 展 式 

4 .如 果 了 f(z) 在 区 域 DD 内 解析 , 且 没 有 零点 , 证明 |f(z)| 不 可 能 在 D 
内 达到 最 小 值 . 

5, 设 flz) 在 1z| 志 a 上 解析 ,在 图 |z|=a 上 有 zi> 闫 ,并且 

[FO <m. 

其 中 及 向 是 有 限 正 数 ,延明 f(z) 在 |z1<a 内 至 少 有 一 零点 ， 

| 提示 1 应 用 上 大. 

6. 设 在 1z| <1] 内 ,f(z) 和 解析 ,并 县 [7(z 疾 <1; 但 f(x)=0, 其 中 
Hxi<1 .证明 : 在 |z|<1 内 .有 不 等 式 


一 


| 六 (zj | 主 2 


一 训 2 


7 . 应 用 希 下 尔 苞 引 惠 ,证 明 : 把 jzj <1 变 为 |w| <1, 且 把 x 变 为 0 
的 保 形 双 射 一 定 有 下 列 形 状 


这 里 8 是 实 常数 ,x 是 满足 |e| <1 的 复 常 数 . 
8 , 试 作 保 形 映射 : 
(1 把 带 形 区 域 xz <y<2x 映射 成 上 半 平 面 ，; 
人 ?把 去 掉 . 上 半 庶 轴 的 贷 平 面 映射 成 二 半 平 面 . 
9 . 蚁 数 站 = 及 = 分 别 把 x=Cl,y=C; 及 2=Ci,b= CO 映射 
成 :平面 及 w 平 徊 上 的 什么 典 线 ?这 里 # 及 5 是 w 的 实 部 及 虚 部 ,CC , C,， 
C; 及 Cy 是 实 常 数 ， 
10. 试 作 保 形 映射 : 
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(1) 把 双 曲 线 吕 一 六 1 两 枝 之 间 的 区 域 映射 成 上 半 平 面 ; 
(2) 把 抛物 线 广 =4 (w+ 1) 左 方 的 区 域 映射 成 上 半 平 面 ， 
[ 提示 ] 利 用 .上 题 的 结果 ， 
11 . 试 把 圆 盘 1z| <1 保 形 映 射 成 半 平 面 Imw>0, 并 且 将 点 1,1, 
映射 成 (1)o% ,0,1; 或 (2) -1,0,1. 
12 , 试 把 Imz>0 保 形 映 射 成 Imw>0 ,并 且 把 点 (1) 一 1,0,1; 或 人 2) 
oo,0,1 了 映射 成 0,1,oo ， 
13 . 试 作 一 单 叶 解析 消 数 w=f (z ) ,把 1z| <1 上 映射 成 |w| <1, 并且 使 
f (0)= 方 《0)>0. 
14 . 根据 第 一 章 , 习题 一 第 12 题 , 证明 z 及 z, 是 关于 图 于 了 = 天 


(0<K 关 0) 的 对 称 点 . 
15 ,在 圆 盘 |z]1<1 # 隐 去 实 负 上 的 半角 区 间 | 中 得 一 区 域 , 试 


把 这 一 区 域 保 形 映 射 成 圆 盘 |w| <1. 
16 . 试 作 保 形 器 射 ; 
(1) 把 1z| <1 及 1z 一 1| <1 的 公共 部 分 映射 成 |wl<T; 
2) 把 扁 形 0<argz<a(<2r),|z| <1 有 射 成 ml<ii; 
(4) 把 圆 1zl =2 及 1z 一 11=1 所 夹 的 区 域 映 射 成 |w| < 上 |; 
人) 把 加 121 <1 映射 成 带 形 0<5 志 1 ,并 把 一 1 ,1 ,i 映射 成 0 ,oo， 


™ 


17 . 设 
十 吕 


f= 2 


Hn 


是 一 个 p 级 整 函 数 , 这 就 是 说 ， 


二 十 
ey tnlnM(r) 
fr 二 吓 lInr 


其 中 


Mir)=max{|f (zi Osr<+m), 


is| = 
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(x 1).， 


上 Inx 
hn -| 0 (0<x<1). 


(1) 证 明 型 人 ) 是 增 国 数 ， 
(2) 设 p>0 及 41> 1 都 是 有 限 数 ,证 明 


qlr)=exp (Pr ) (rr>0) 
在 r=ti/p) bi 到 最 4 性 exp ( 二 (1+Inp-—lnt ) ) 出 地 及 相 本 不 等 式 
(第 二 章 ，32) 导 出 : 如 果 pe (0, 二 0), 那么 


lnla,| -1 

aio nlnn ~ pp 
(3) 设 p 及 +r 都 是 正 有 限 数 , 证 明 
y=? 


在 1=x/e 时 这 到 最 大 值 exp (x 元 ) . 由 此 导出 : 如 果 pief0,+o) 并 
县 


lim 


H+ 


ma 1. 


nlnn pl 


那么 整 函数 f(z ) 的 级 小 于 p，. 
(4) 由 局 及 3) 导出 : 如果 pe (0,+w), 那么 整 函数 f(z ) 的 级 是 


pesim lel 1. 
n= tw Alnn p 


18 . 设 寡 级 数 
fl) a 
用 一 山 
的 收 伍 半径 是 1 , 那么 f(z ) 是 单位 圆 盘 内 的 一 个 解析 范 数 ,并 且 它 在 1z| < 
内 的 级 的 定 浆 是 : 
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其 中 
Mr)=max TIr(zi } (Ogr <1). 
(1) 令 r=e “(go >>0), 证明 
-一 ninM(e’) 


ne 7? 


QQ@) 设 1 及 p 是 有 限 正 数 ,证明 
plo)=exp (ro ?* )e'” (o>0) 
在 c = 了 pA)P+1) 时 达到 最 小 值 exp ((p+1)(tpyY+), 由 此 加 出: 如 果 
PEOD,+o%) ,那么 
+ + 
这 Inlnla < . 
和 Inn p+tl 
{3) 设 o 及 p 是 有 限 正 数 , 而且 0<p<<1 ,证 明 
w=exp Je "(f20) 
在 ;= 名 JP 时 达到 最 大 值 exp((1 一 pp ) .由 此 导出 ; 如 
果 plEtO ,+o) ,并 且 
十 十 
二 一 in in | cj pI 
,al tT 
那么 1fz) 在 |z| <1 内 的 级 小 于 站， 


{4) 由 (人 2) 及 人) 导出 :如 果 pefl0,+o) 那么 解析 男 数 10z) 
在 |z | <<| 内 的 级 是 | 


十 于 


p © lim Inin|a,| 一 p 


nr to Alnn- ptl 


“19 . 设 {f(z)} 是 在 区 域 D 内 的 解析 函数 序 别 (x = 1 ,2,…)， 设 这 序 
到 在 DD 内 内 了 闭 一 致 有 有 界 , 并 用 在 只 内 有 聚 点 的 集 五 诗 收 笋 , 试 证 明 这 序列 
在 六 内 汶 半 一致 收 北 ， 

这 就 是 维 洪 利 定理 . 

“2 , 设 !1 是 = 平 商 下 不同 的 单 连 通 区 域 序 询 ,而 有 0E Dc Dc .… 
忆 如 ,之 …， 
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(1) 证明 万 = 】D 是 一 单 违 通 区 城 ， 


n=1 
信 ) 设 w=f,(z) 满 是 所 (0)=0 ,40)>0, 并 且 是 把 DD, 映射 成 
1w| <1 的 唯一 的 保 形 映 射 (n=1,2,…). 设 请, 是 DD 内 所 含 以 0 为 心 的 
最 大 男 盘 的 半径 . 对 w= (z ) 的 反 函 数 应 用 希 巨 尔 兹 引 理 , 证 明 


En) 2 Rlzi, £10)2 RB,. 
(3) 由 (2) 证 明 : D= 生字 {40)) 无 界 . 
(4) 证 明 当 DD=tzj1z| <1} 时 ,fh 必 站 在 太 内 内 闭 一 致 收 伸手 z. 
(5) 证 明 当 六 关公 时 ,六 (2 信 在 忆 内 内 闭 一 致 收敛 ， 
6) 证 明 当 六 = 总 时 ,LA 让 在 五 ~{f0 内 内 也 一 致 趋 近 于 oo . 
“21 . 设 区 域 D 内 的 解析 函数 族 在 D 内 不 是 正规 的 , 证明 ze DD， 
使 得 它 在 zo 的 任何 领域 内 不 是 正规 的 ， 


第 七 章 解析 开拓 


$1， 解 析 开 拓 概 念 


1 . 对 称 原理 ”在 第 二 章 中 , 我 们 已 经 把 一 些 实 变 函数 如 er， 
sin x 等 , 推广 成 为 复 平面 上 的 解析 函数 . 本 章 我 们 将 关 明 把 在 已 
知 区 域内 的 和 解析 函数 推广 到 更 大 区 域 的 问题 ,也 就 是 解析 开拓 的 
癌 题 ， 本 节 讲 述 这 方面 的 一 个 重要 结果 , 即 对 称 原理 滨 可 以 用 
来 扒 某 此 解 术 风 数 的 定义 区域， 使 我 们 便于 研 党 这 些 函 数 ;还 可 

它 来 解决 保 形 映射 的 一 些 问题 . 

役 实 变数 实 值 函数 (x) 在 x=x。 有 泰勒 展 式 


f= Eola) ， 
它 的 收 伊 半径 是 r> 0 。 其 中 q 是 实数 . 那么 了 (x) 可 推广 成 在 贺 
盘 |z 一 xo| <r 内 解析 的 函数 
f(2) -Em 
显然 


FT = di, (2— Xo = (2— xoy' = (2), 
Hi 一心 


加 寺前 
变 即 


人 主妇 cvsiny 等 可 以 彰 这 样 推广 成 e? ，sinz 等 ， 相 据 解析 示 数 的 叭 一 山 ' ， 
这 样 得 到 的 推广 与 第 二 痊 中 得 到 的 完全 一 至 . 
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f(z)=f 32). 


这 就 是 说 , f(z ) 在 对 称 点 z 及 z 外 的 值 相互 共 应 . 这 一 事实 启发 
我 们 引出 对 称 原理 : 

定理 1.1 设 D 是 在 实 轴 某 一 边 的 区 域 ， 其 边界 是 一 分 段 
光滑 简单 闭 曲 线 ,其 中 有 一 段 是 实 轴 上 的 一 个 区 间 5( 不 包含 两 
端点 ) . 设 函数 /(z) 在 D 内 及 I 上 所 有 点 组 成 的 集 上 连续 : ,在 
已 内 解析 , 而 且 在 /上 取 实 数值 . 考虑 与 区 域 也 关于 实 轴 为 对 称 
的 区 域 D', 并 且 把 函数 .f{z) 的 定义 扩充 到 D': 

F(z)=FE) (ze D’), 

那么 f(z) 在 D” 内 及 了 上 都 是 解析 的 . 

证 首先 证 明 f(z) 在 D* 内 解析 . 设 3 及 zeD' ,那么 2 
及 z e D , 我 们 有 


f(z)- fla) _ fCE) 一 75) 


2—20 . 2Z— Zo 
-| f(z) -f(z0) | 
2Z— Zo 


因此 
lim os } jim | A ESAEN, | = 了 zo0), 


:zo Z—2Zo 


Ed wD 


亦 即 存在 着 《a0) =f 《zo)， 由 于 是 六 内 任 一 点 , 这样 就 证 
明了 f(z) 在 D" 内 解析 . 
其 次 证 明 ,了 f(z) 在 D' 内 及 了 上 所 有 点 组 成 的 集 上 连续 、 谍 


下 ”函数 在 这 种 集 (不 是 图 区 域 ) 上 连续 与 函数 在 闭 区 域 上 连续 的 寇 闵 相 似 , 参 
看 第 二 章 第 1 段 . 
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zeD',ael, 我 们 有 zeD. 用 x,y 及 arvyhprcypy) 分 别 
表示 z 及 f{z) 的 实 部 和 虚 部 . 由 于 f(z) 在 1 上 取 实 数值 ， 


lmf (z)=lim [ulx,—p)+i(x, y=/f(a)=u (a ,0). 
因此 存在 着 . 
lim f(z2)=lim f(z) =lim[ u(x ,yp)— iy (x,—y)] 
=u(a,0)=f(a). 


由 所 设 及 已 证 明 的 结果 ,可见 f(z) 在 户 ,D" 及 了 中 所 有 点 组 成 
的 区 域 G 内 连续 . 

最 后 我 们 应 用 莫 勒 拉 定 理 来 证 明 f(z) 在 区 域 力 内 解析 .由 
第 三 章 , 第 $ 段 这 定理 后 面 的 说 明 , 在 定理 中 所 述 “ 任 一 条 简单 
闭 曲 线 C ”可 换 成 “ 任 一 三 角形 的 周 界 C". 在 G 内 任 作 一 三 
形 的 民 界 C. 如 时 己 完全 在 了 内 或 D" 内 ,那么 由 于 flz) 在 DD 
内 及 PD” 内 解析 ,我们 有 


| /0. (1.1) 


如 果 记 与 实 轴 相 交 于 两 点 4， 
及 81, 那么 作 与 实 轴 平 行 ,路 
离 为 >0，, 并 及 关 十 实 轴 为 对 
称 的 两 直线 , 使 其 与 C 分别 
地 相交 于 4,B 上 及 4",B" (图 . 
42 ), 我 们 显然 有 


| el A (1.2) 


在 (1 .2) 中 令 sz 趋 近 于 海 ,就 得 到 
232 


| re | . f(z)jqdz=0. (1.3) 
A BEA| A1E 本 4 


把 (1 .3) 中 两 积分 相 加 就 得 到 (1 . 1}. 如果 忆 在 DD 内 其 他 位 置 仍 
可 得 到 同样 的 结果 . 这 样 我 们 就 证 明了 f(z) 在 G 内 解析 . 

由 f(z) 在 DD” 中 的 定义 可 看 出 , 豚 数 w= zz) 把 在 z 平 通 上 
关于 实 轴 为 对 称 的 区 域 D 及 D' 映射 成 在 w 平面 上 关于 实 轴 为 
对 称 的 集 记 =f(D) 及 DD *= 了 7(D') ,并 且 了 = 了 (7) 是 w 平面 的 
实 轴 上 一 个 集 . 

因为 经 过 平移 与 旋转 后 , 关于 某 一 直线 的 对 称 点 变 成 关于 变 
换 而 得 直线 的 对 称 点 ,所 以 我 们 可 以 把 对 称 原 理 推广 如 下 : 

设 DD 是 在 z 平 面 二 位 于 直线 工 菜 一 边 的 区 域 , 其 边界 是 一 
分 段 光滑 简单 闲 曲线 ,其 中 有 一 段 是 工 上 一 个 区 间 站 (不 包含 回 
点 ) . 设立 数 w=f(z) 在 DD 内 及 J 上 所 有 点 组 成 的 集 上 连续 ,在 
了 内 解析 , 而且 了 =f(7) 在 w 平面 的 森 一 直线 上， 上. 考虑 与 区 
域 D 关 于 上 为 对 称 的 区 域 D', 并且 把 前 数 w= 了 7(z) 的 定义 扩充 到 
D'; 如 果 z*eD' ,zeD, 并 且 z 及 2z* 是 甘于 工 的 对 称 点 ,那么 
(2) 及 f(z) 是 关于 上 上, 的 对 称 点 . 在 这 些 条 件 下 ,wf(z) 在 DD* 
内 及 I 上 都 是 解析 的 . 

如 果 在 上 述 结 果 中 ,上 及 工 ， 是 圆 , 那么 应 用 分 式 线性 函数 
把 它们 映射 成 为 直线 . 我 们 知道 (第 六 章 定 理 4 .4),， 在 这 样 的 锯 
射 下 , 关于 圆 的 一 对 对 称 点 变 成 关于 直线 的 一 对 对 称 点 , 因此 对 
称 原理 还 可 进一步 加 以 推广 . 请 读者 自 己 补充 令 述 和 证 明 . 

我 们 举例 说 盟 对 称 原理 的 应 用 . 

例 1 设 消 数 w=f/(z) 在 上 半 z 平 面 及 实 轴 上 单 叶 和 解析 . 并 
且 把 上 兴 z 平 面 保 形 映射 成 上 举 m 平面 , 把 > 平面 上 的 实 轴 映 
射 成 为 w 平面 上 的 实 轴 , 那么 f(z ) 是 一 线 柱 销 数 w+ iz， 

由 对 称 原理 ,我 们 可 以 把 w=f(z) 的 定义 区 域 越过 > 平面 的 
实 输 扩充 到 下 半 平 面 , 得 到 在 整个 = 平面 上 的 单 时 解析 指数 w= 
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rz) , 它 是 一 个 整 国 数 ,并 把 > 平面 保 形 映射 成 m 平面 ， 

现 证 明 ow 不 是 六 =z) 的 本 性 奇 点 . 否则 出 第 本 剖 第 8 段 中 所 
提 到 的 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 对 任何 有 限 复 数 &, 可 找到 序列 { > 
使 得 lim Zz,=00 ， lim 大 2 = . 另 一 方面 ,出 假设 ,可 我 到 有 限 


复数 x ,使 f(a) 二 x, 又 由 第 六 章 定 理 1 .4, w=a 的 任 - -分 域 
Vw 一 a| <etae>0)， 是 由 售 =x 的 一 个 有 界 区 域 玉 映射 而 
得 . 显然 我 们 可 找到 正 整数 mm , 使 得 3。 不 属于 ,并且 rz) 


一 «| <e. 但 这 时 在 上 内 可 找到 本, 使 了 f(z) f(z )， 这 与 
J(z) 的 单 叶 性 相 了 矛盾 . 因此 8) 是 一 多 项 式 


fl2)=00 二 2 十 吧 避 十 十 2 天 人 用) . 


如 果 m=0, 那么 f(z) 不 是 :平面 上 的 单 时 解析 函数 . 如 果 n>1， 
那么 了 《z) 在 某 些 点 为 零 ; 由 第 六 章 引 理 1 ,1 , f(z) 也 不 可 能 是 
在 = 平面 上 的 单 叶 解析 图 数 ,因此 #= |, 而 六 EuTaiz(o 关 0) 

在 作 某 些 对 称 形状 的 区 域 的 保 形 映射 时 , 可 以 应 用 对 称 原理 ， 
现 举 例如 下 : 

例 2 在 z 平 面 实 轴 上 取 从 一 1 到 + 1 的 线段 以 及 从 原点 品 
出 发 的 下 半 虚 畏 作 为 制 线 ,得 一 区 域 . 作 一 单 叶 解 析 国 数 , 把 这 
区 域 保 形 映 射 成 为 w 平面 的 上 半 平 面 ， 

先 取 上 上 半 虚 轴 作 为 补助 割 线 (图 43 上 的 虚线 ) ， 并 把 所 得 区 
域 4BCDA (LK 以 0 到 1 的 线段 作为 制 线 的 右 半 z 平 面 ) 映 射 成 为 半 
平面 . 仿照 第 六 章 第 8 段 的 例 5 ,下 列 函数 可 以 作出 这 一 映射 : 


=, wl =VA1; 


亦 即 w= ZIT 把 上 述 区 域 映射 成 w 平面 的 右 半 平面 . 这 时 
补助 市 线 映 射 成 为 w 平面 上 从 ; 治 上 半 庶 辅 到 o 的 射线 . 根据 对 
称 原理 , w=VR-1 把 左 半 z 平 面 上 以 -1 到 0 的 线段 作 割 线 
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而 得 的 区 域 ,映射 成 为 的 左 半 上 四 平面 .因此 函数 mw= 21 把 z 
平面 上 的 已 给 区 域 , 时 射 成 为 w 平面 上 除去 从 宇 出 发 滑 虚 办 向 下 
的 射线 而 得 的 区 域 . 


Bi) 


- Cw 
4teo) Ot1)y 82) 
DK0) 
CI) ce) 

(iy 
DCO) 

MD ol 4™) 
| 


作 平 移 及 旋转 ,把 四 平 向 上 的 这 -区 域 映 射 成 为 w, 平面 上 

以 正 实 轴 为 割 线 而 得 的 区 域 : 
wi=i(lw—i)=iw+1. 
最 后 , 销 数 w= V mw， 把 wi 平面 上 以 正 实 轴 为 割 线 而 得 的 区 域 
映射 成 为 上 半 w 平面 . 
l 结合 上 面 的 结果 , 就 得 到 所 求 的 国 数 : 
mw=V io+1l =vA TI 
请 读者 自己 指出 对 于 本 例 中 各 有 关 多 值 国 数 ,应 取 哪 - - 些 解 
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析 分 枝 . 
2 . 用 笑 级 教 的 解析 开拓 ” 奇 点 在 上 一 段 中 , 我们 研究 了 
一 类 特殊 解析 函数 的 解析 开拓 . 由 第 四 章 定 理 4.2 , 函数 在 一 点 
解析 的 必要 与 充分 条 件 是 : 它 在 这 反 的 某 一 邻 域 内 有 和 咽 级 数 展 式 . 
因此 ,为 了 研究 任何 解析 函数 在 一 点 附近 的 解析 开拓 上, 很 自然 地 
要 研究 它 的 器 级 数 展 式 是 否 可 以 解析 开本 . 

设 在 一 点 z| 解析 的 函数 的 宕 级 数 展 式 古 


fi 2 gi(z—a), (2.1) 
有一 站 


并 设 其 收 伍 圆 甫 为 中 :jz-z1<mnt0<n<+eo). 在 DD 内 任 取 
一 点 2 (天 2)， 太 (z) 在 这 点 的 夭 级 数 展 式 是 
LAD A (2.2) 
n= 必 


其 中 


tm) 
ol = {2: ) ,ad! = 人 (n=1 ,2 1 ). 


显然 , z 与 D; 的 边界 上 任 一 点 的 距离 不 小 于 一 [2 一 z,1. 于 是 
在 圆 盘 1z 一 翅 | <7 一 1 一 z| 内 ,f(z) 解 析 , 并 有 Lf G2)=/. (2)， 
由 此 可 见 , 级 数 (2 .2) 的 收 化 半径 > 一 |z 一 Z|， 

如 果 记 > 一 |z 一 zi ,那么 (2 .2) 确 定 一 个 在 D， 内 解析 的 
兰 数 天 (z)， 而 且 DP, 有 一 部 分 在 Dp, 外 (图 村 (a))， 由 解析 孙 
数 的 唯 - -性 (第 四 章 定 理 6,2), 在 D 及 D, 的 公有 部 分 , f(z) 
= 万 (z) . 这 时 我 们 说 f(z) 可 从 过 2 的 半径 方向 土 解析 开拓 到 已 ， 
外 . 

如 果 = 一 1z1 一 zy1, 那么 D, 包含 在 D， 内 (图 44(b)). 
这 时 我 们 说 f(z) 椒 能 从 过 z, 的 半径 方向 上 开拓 到 Di 外 , 而 把 

236 : 


3 (RB 


图 44 
DD 与 D, 的 边界 的 切 点 称 为 奇 点 .以 前 讲 过 的 极点 、 孤立 本 性 奇 
点 以 及 枝 点 , 按照 这 里 的 定 文 都 是 奇 点 ; 下 面 将 通过 例子 作 一 些 
说 明 
例 1 我 们 知道 


1 


1 一 > 


fi(2)=Y =- 
n=0 


在 圆 盘 Dp) : |z| < 1 内 解析 , 现 求 f.(z) 在 z= - 了 的 宕 级 数 展 


式 .我 们 有 
ri 2 ， 
1 -去 洲 s (2 i), 


, nt 
to (- 本 )="! (3 ) (2—D)"t! (n=1,2,3,..). 
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可 求 出 其 收敛 半径 为 V5 (图 45). 因此 请 (z) 在 圆 盘 DD,: 


[z+ 也 |< 内 解析 . 已 


有 一 -部 分 在 D, 外 , 而 在 D, 与 
的 公有 部 分 内 ,f(z) =f.(2z). 
因此 万 (z) 可 从 过 一 地 的 半径 
方向 上 开 折 到 D, 外 . 

在 本 例 中 , 由 于 已 知 /. (z) = 
二 ,事实 上 , 这 时 不 必用 需 级 
才 进 行 如 折 开拓 

例 2 例 1 中 函数 六 (z) 在 >- a (0<a<1) 的 党 级 数 展 式 是 


f(z)=5 (1—a) "i(s—a)’, 
和 三 
为 T a= 1- la 01. 因 此 z=1 是 让 (z) 的 闸 


它 是 一 阶 极点 . 
例 3 由 第 四 章 第 4 段 例 2, tn (1+ zin 1=0) 在 z=0 的 昭 


级 数 展 式 是 
fi(2)=z- 计 + 后 (1 人 4， 
其 收敛 半生 为 1 .f(z) 在 z= 一 上- 的 震级 数 展 式 是 


f= -In2+2 (-1)71 人 (+ 机) 
»=1 
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可 求 得 其 收 伍 半径 为 广 =1-| -了 -0|. 因 此 z= -1 是 


万 (z) 的 阁 点 ; 而 这 一 点 是 LnflI+z) 的 枝 点 . 

关于 一 般 笑 级 数 所 确定 的 函数 ,有 下 列 定理 : 

定理 2 .1 设 规 级 数 (2 .1) 的 收入 半径 六 满足 0<r<+%， 
那 双 在 |z 一 z| =” 土 至 少 有 f(z) 的 一 个 育 点 . 

证 假定 |z 一 z|=r， 上 每 一 
点 都 不 是 奇 点 ,那么 对 于 它 上 面 每 一 a 
点 ?，, 有 在 jz 一 五 | < 内 的 一 点 pF 
6， 并 且 有 一 个 以 6 为 心 ， 包 仿 CR) 
? 的 珊 盘 相对 应 ,使 得 f(z) 可 以 A 
解析 开拓 到 这 圆 盘 内 {图 46). 与 
1z 一 zi | =r 上 所 有 点 象 这 样 对 应 
的 … 组 圆 盘 覆盖 |z-z|==m., 根 
据 履 痊 定 理 ， 在 这 组 圆 此 中 有 有 
限 个 覆盖 | = 一 2 | = 发. 46 

在 覆盖 |z 一 zi|=+ 的 有 限 个 圆 盘 中 ,考虑 任意 两 个 相交 的 ， 
并 设 其 公共 部 分 为 A, 设 从 三 (z)] 解析 开拓 到 这 两 圆 盘 内 的 因数 
分 别 是 六 (z) 及 六 (z), 那么 在 A 与 1z-z1<r 的 公共 部 分 内 ， 
f(z)= 记 (z)=f(z). 因此 根据 解析 函数 的 唯一 性 , 在 整个 A 
内 (2)=f.(2). 

这 样 ,f(z) 可 以 解析 开拓 到 上述 有 限 个 图 盘 与 |z 一 zi| <n 
所 组 成 的 区 域内 . 显然 D| 内 包含 一 个 心 在 z , 半径 大 于 的 圆 
入 ; 从 而 (2.1) 的 收 人 证 半 径 大 于 ;与 所 设 了 矛盾 . 因此 在 
1z 一 z | = 六 上 至 少 有 f(z) 的 一 个 奇 点 、 

由 定理 2 .1 ,解析 遂 数 在 一 点 寡 级 数 的 收 和 化 半径 , 等 于 从 这 
点 到 最 近 的 奇 点 的 距离 . 在 例 1. 例 2 以 及 例 3 中 , 有 关 震 级 数 展 式 
在 收敛 加 上 分 别 有 奇 点 1 及 -1. 结合 第 四 章 第 三 段 , 例 | 及 例 
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2 , 可 以 看 出 ,机 据守 级 数 在 其 收效 圆 上 一 点 收敛 或 发 散 ,不 能 
判断 这 点 究竟 是 否 背 点 . 

某 些 敌 级 数 所 定妆 的 解析 因数 不 能 解析 开拓 到 收 敏 圆 外 ; 这 
时 收 全 图 上 每 -~ 点 都 是 奇 点 . 现 举例 如 下 : 

例 4 函数 


(zz] 一 z 十 22 十 下 十 -Vy 2 


+ 二 让 
的 收 和 伍 半径 是 1. 求证 |z| = 1 上 的 每 一 点 都 是 f(z) 的 奇 点 ; 这 
时 | z| =1 称 为 /(z) 的 自然 边界 . 
先 证 z==1 是 f(z) 户 二 不 寄 点 . 为 此 , 只 须 证 明 在 |z|<1 内 ， 
当 z 一 1 时, f(z) 不 趋 于 一 有 限 极限 . 
设 p 是 小 于 1 的 任 一 正 数 . 那么 对 于 任何 正 整 数 w ， 


flp) = pm >》 p2 > (N+ 1)p™. 
n= 日 二 
在 上 式 中 信 p 一 ]-0，, 就 有 
flp)> N+1> W, 


亦 即 可 找到 po(0< po<1)., 使 得 当 po <p<1 时 ,f(p)>N. 由 
于 是 任意 正 整 数 ， 我 们 有 


中 ,Ore 


因此 z= 1 是 一 背 点 . 

其 次 ,由 于 f(z)=z+f(zz), f(z) 在 2z2=1, 亦 即 z=1 及 
z= 一 1 处 不 解析 . 同样 , 由 于 六 z)=z+2+a)， 满足 z+=1 
的 点 是 f(z) 的 奇 点 .以 此 类 推 , 对 任何 正 整 数 n, 满足 z*=1 的 
点 , 亦 即 1 的 2 次 根 ,都 是 f(z) 的 奇 点 . 因为 |z| =1 上 每 一 
”点 或 者 是 这 些 奇 点 中 的 一 个 , 或 者 是 它们 的 豪 点 , 所 以 fz1= 1 
上 每 一 点 都 是 奇 点 ， 
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3 . 一 般 概 念 ” 在 上 两 段 中 , 我 们 已 经 讲 过 怎样 应 用 对 称 原理 
及 震级 数 进 行 解 析 开 拓 . 现在 阐明 解析 开拓 的 一 般 概念 . 

设 函数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 . 了 (z) 和 DD 合 称 为 解析 函数 元 
素 ， 或 简称 冰 数 元 素 记 作 (f, D ) . 设 已 给 两 函数 元 素 (fi , 六) 
有 的 区 域内 ; f(z)= 记 (2)， 那 么 我 们 说 (fDi) 及 (ff D,) 互 
为 直接 解析 开拓 . 

”如 梨 函 数 元 素 ( 乒 , Dp,) 是 (f ,DD,) 的 直接 解析 开拓 ,那么 
乒 (z) 由 三 (z) 所 完全 确定 . 事实 上 ,如果 国 数 元 素 (g;, D,) 在 DI 
及 DD, 所 公有 的 区 域内 , 满足 g,(z)=f(z) = 万 (z)， 那 么 由 解析 
范 数 的 唯一 性 (第 四 章 定理 6.2), 在 六 内 g,(z)=f(2). 

设 已 给 函数 元 素 (f , D,) , (f, ,DD,) OF ) 其 中 
D, ) 是 (fDi_,) (k=2 ,3,…, mn) 的 直接 解析 开拓 , 并且 D,， 
D, , … ,中 任意 两 区 域 或 者 没有 公有 部 分 , 或 者 其 公有 部 分 
是 -- 区 域 ， 那么 我 们 说 (所 ,D1) , (FD,)，…,(f,，D,) 构成 -… 
个 函数 元 素 链 , 并 且说 (1 也) 及 人 太 ,D ) 互 为 解析 开拓 . 


那么 我 们 说 这 组 函数 元 素 确 定 一 个 一 般 解析 函数 , 并 用 一 个 函数 
记号 表示 . 如 果 一 个 一 艇 解析 函数 包含 莱 中 任 一 函数 元 素 的 一 切 
和 解析 开拓 , 那么 这 -- 解 析 函 数 称 为 完全 解析 克 数 . 特别 , 在 一 区 
域内 解析 的 函数 是 一 个 一 般 解 析 函 青 : 筷 笔 但 不 … 般 解析 隔 数 的 
可 以 看 作 只 有 一 个 函数 元 素 , 即 已 给 函数 及 其 定义 区 域 , 整 函 
数 ,e,sinz 及 oos z 是 在 复 平面 上 确定 的 -一 般 解 析 栈 数 , 褒 且 
它们 显然 是 完全 解析 函数 . 上 段 例 4 中 的 函数 是 在 单位 因 盘 内 的 
完全 解析 函数 , -- 般 解析 羡 数 或 完全 解析 函数 既 可 能 是 单 值 的 ， 
也 可 能 是 多 值 的 ; 可 分 别称 为 解析 函数 或 多 信和 解析 函数 . 

由 于 互 为 直接 解析 开拓 的 任 芍 珊 乓 数 元 蒜 揽 胰 簿 合 完 全 确定 ， 
不 难 推出 , 一 个 一 般 解 析 函 数 可 由 它 的 任 一 函数 元 素 所 完全 确 
定 . 
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已 给 一 个 一 般 解 析 前 数 f(z). 设 FD,.) 及 (f,,D, 小 是 确 
定 它 的 任意 两 函数 元 素 , 但 D, 及 D, .有 公有 区 域 ,如果 在 D, ,及 
D,. 所 公有 的 区 域内 , f(z) = 六 .(z)。 那么 我 们 把 五 及 D,. 所 公 
有 的 这 .区域 和 D, .及 5, ,的 其 它 部 分 联合 起 来 看 作 同 一 区 域 ; 
否则 我 们 就 把 它 看 作 分 别 在 D, .内 及 D, .内 的 不 同 区 域 , 考虑 
侈 定 f(z) 的 所 有 函数 元 素 的 定义 区 域 ,并 了 把 它们 象 这 样 联合 
起 来 . 如 果 f(z) 是 单 信函 数 , 联合 所 有 函数 元 素 的 定义 区 域 仍 
然 得 到 一 个 区 域 : 如 果 f(z) 是 多 值 函数 ,我们 就 得 到 一 个 推广 
的 区 域 , 称 为 函数 f(z) 的 黎 曼 面 ， 
”和 欧 了 直观 地 理解 上 述 各 区 所 前 联合 过 程 , 我们 用 厅 同 纸 片 作 
出 它们 的 模型 , 象 上 面 所 讲 的 那样 ,如 果 在 D, ,及 D, .所 公有 的 
区 域内 ,了 ,(z) = 了.(z), 我 们 把 D, ,及 D,, 的 相应 部 分 粘连 起 来 . 
把 f(z) 的 所 有 函数 元 素 的 定义 区 域 象 这 样 粘连 起 米 后 ,按照 不 
同 的 情况 , 我 们 就 得 到 -- 个 区 域 或 推广 的 区 域 ( 歼 曼 面 ) . 
以 下 通过 两 个 例子 说 明 一 般 解析 函数 及 黎 曼 面 概念 . 
例 1 根据 第 二 章 第 5 段 , 对 数 国 数 
HP=ELnz=Inlzl+iArgz (2 天 0) 

在 一 区 成 内 的 连续 分 枝 就 是 它 在 这 -… 区 域内 的 解析 分 枝 . 我 们 依 
次 分 别 取 w= Lnz 在 下 半 平 面 . 右 半 平面 、 上 半 平 面 及 左 六 平 
面 内 的 解析 分 栈 如 下 : 


F(z)=In|z| +iargz (rn 本 <argz<n. 皇 ) 


<ATBZ 


并 有 日 把 这 些 商 数 的 定义 区 域 分 别 记 作 G,: 一 xtn， 5 
<PH。 本 =0, 士 1, 土 2. 土 3 显然 , G, 及 G,,， 表示 
同一 区域, 并且 在 G, 及 G,:t 的 公有 区 域内 ， 


(z= (2) (a=0,+t 1 ,+t2 ,k=0,+1,+2.…). 
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把 各 函数 元 素 (六 ,G，) 排列 如 下 : 
人 三， = C_，) 3 ,{f) > G1) ’ fo » Go， 和 » G1) 3 (f ; G23), 
《Go (3.1) 


在 .1 ) 中 , 每 个 畏 数 元 素 是 已 相 邻 
函数 元 素 的 直接 解析 开拓 ; 任意 
两 函数 元 素 之 间 的 一 切 图 数 元 素 
构成 一 个 函数 元 素 链 . 因此 (3 .1) 
中 所 有 函数 元 素 确定 一 个 一 般 解 
析 国 数 , 即 对 数 函 数 w=Lnz; 
它 是 一 个 多 值 解析 邱 数 . 

把 各 国 数 元 素 (f, G6,) 的 定 | 
义 区 域 看 作 在 不 同 平 面 上 ,并且 | 图 4 
用 纸 片 作出 它们 的 模型 . 分 别 粘 连 CG， 及 G 的 公有 区 域 
(n=0, 圭 1, 土 2,…), 最 后 就 得 到 一 个 有 无 穷 叶 的 面 ,其 
w 二 Lnz 的 歼 蜗 面 {图 47) ,0 及 %% 不 在 这 一 歼 曼 面 内 ; 在 包含 
它们 之 中 任何 一 点 的 区 域内 , 不 可 能 把 w= Lnz 分 成 解析 分 枝 . 
0 及 mo 是 多 值 解析 函数 w= Lnz 的 枝 点 . 

例 2 在 例 ! 中 所 确定 的 区 域 G 内 ,可 以 把 根 式 国 数 . 


1 上 | 
1 一 lnz 一 (Inlzj+iArgzh 
W= Wz 二 中。 gn 


= Vy|zl ee ” 


分 成 解析 分 枝 
gi(2)= V1z| ( -me wz<k 到 小 


这 蝶 是 大 于 1 的 整数 .由 于 Gs 及 Gu 是 同 -- 区 域 ,并 且 go0(z) 
= g4(z2)， 等 等 , 不 难看 出 , 与 上 列 各 解析 分 枝 相对 应 ， 我 们 只 
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有 4 个 不 同 的 项 数 元 素 
(go Co (gy CS 1 :Ga 1). (3.2) 
在 GL 及 GCCK=0E… ,4n 一 2) 的 公有 区 域内 ， 
gi} gi ); 
在 Gyo_i 及 G, 的 公有 区 不 内 ， 
ga-1(2)= go (lz). 
在 (3.2) 中 , 每 个 国 数 元 素 是 它 相 邻 的 函数 元 素 的 直接 解析 开拓 ; 
而 (3. 2 -全 … 般 解析 国 数 , 即 根 式 函 数 
4 = 2; 它 是 -- 个 多 值 解析 函数 ， 
公主 卫 数 元 宁 (6.， G, ) 的 定义 区 威 G. 首 作 在 不 同 平面 上 ， 
并 且 开 纸 片 作出 它们 的 模型 .分别 粘连 6 及 Gi (k=0,1,2， 
一 2) 的 公有 区 域 , 并且 最 后 粘连 6G, _， 及 G6 的 公有 区 域 . 
二 是 形 后 得 到 -一 个 有 时 的 面 ,如 w= WW。 的 黎 曼 面 . 
我 们 要 注意 , 在 我 们 的 模型 上 最 后 一 次 粘连 在 实际 上 是 无 靶 
完成 的 ,因为 在 G,,.， 及 Gu 之 间 还 隔 有 m1 个 纸 片 . 因此 ,最 
后 … 次 粘连 应 当 这 样 来 理解 , 即 把 Gs,_， 及 C， 内 坐标 租 同 的 点 看 
作 同 一 点 
0 及 ce 不 在 上 述 歼 曼 面 内 ;在 包含 它们 之 中 任何 … 点 的 区 
域内 , 不 可 能 把 w= wz 分 成 解析 分 枝 ， 0 及 oo 是 多 值 解析 沿 
数 w= :ff。 的 枝 点 . 
除了 圭 面 所 举 的 例子 外 , 其 他 … 些 初等 多 值 国 数 如 反正 冰 及 
反正 切 语 数 等 也 都 是 多 值 解析 车 数 , 论证 从 赂 . 

- 沿 曲线 的 解析 开拓 。“ 单 值 性 定理 ”在 本 段 中 , 把 上 段 
解析 晨 数 元 素 他 ,DD) 定 义 中 的 六 确定 为 圆 盘 ; 在 蝴 数 元 素 链 (fi ， 
DD ;DD (所 :DD,) 中 , 设 国 盘 DA( 或 D._1) 的 圆心 站 
Dt{ 或 局) 内 (KK= 2,3,… ,nn) .与 上 段 中 一 样 , 通 过 这 一 函数 
元 素 链 , 可 定义 ,D1) 及 (f, ,DD,) 筷 为 解析 开拓 .如果 DD, ,… ， 
D, 的 圆心 依 序 在 一 条 简 半 连续 曲 线 ?上 ,而 ?的 端点 分 别 是 DD， 


244 


及 D, 的 葬 心 ,那么 我 们 说 (Gf ,D,) 是 Vi ,Di) 设 曲线 7 的 解析 并 
丘 . 

这样 ,对 于 短 … 函 数 元 素 (f.，D, ), f(z) 在 D， 内 可 用 短 级 
数 来 表示 , 因而 对 于 研究 或 计算 , 往往 比较 方便 . 由 于 隙 数 在 一 
点 解析 必 在 这 点 有 社 级 数 展 式 ， 把 函数 元 素 按照 本 段 中 的 定义 理 
解 , 所 得 完全 解析 函数 与 上 段 中 定义 的 完全 … 笠 . 

我 们 知道 , 由 ELnz 在 二 (0 附近 的 … 个 解析 分 枝 ， 可 构成 
-个 解析 两 数 元 素 . 在 围绕 原点 香 不 含 原 点 的 … 个 区 域内 , 语 区 
” 正 内 从 浴 发 的 任 一 条 简单 连续 曲线 , 这 一 函数 元 素 可 以 解析 
开拓 . 但 由 此 得 到 的 -一般 解析 函数 是 多 值 的 . 可 是 对 于 单 连 通 区 
域 ,我们 有 单 值 福 定理 : 

“定理 4.1 设 如 是 > 平面 上 的 一 个 单 连通 区 域 ， 但 不 是 整个 = 
平面 . 设 (7 ,DD ) 是 一 解析 应 数 元 素 , Dc G6 ,并 且 沿 G 内 从 万 的 
圆心 出 发 的 任何 简单 连续 曲线 , (f ,DD ) 能 解析 开拓 , 那么 存在 着 
G 内 的 一 个 单 值 解析 函数 g (z) ,使 得 在 DD 内, g(z)=f{z). 

证 ”用 黎 曼 保 形 映 射 定理 进行 证 明 . 设 DD 的 圆心 是 a, 由 假 
设 , 存在 着 G 内 的 -个 单 叶 函数 w=p(z)， 使 得 p(G)= 拓 ， 
pa)=0, 其 中 天 = 人 w|iwl<1). wp(z) 的 反 消 数 z= 
Vw) 在 天 内 音 叶 ,W(K)}=6,w(0)=4a. 

由 区 fw) 的 连续 性 , 存在 着 以 w=0 为 心 的 一 个 小 圆 大, 使 
得 Vwe 大 ,小 (w)e DD .因此 f(y Ce)) 在 大 内 解析 , 并且 可 以 
展开 或 寡 级 数 


fy w= Bow. (4.1) 
于 一心 
设 上 式 右 过 罕 级 数 的 收 敏 图 盘 是 大 那么 它 的 和 国 数 
F(w)=Y Bw" {4.2) 
症 一 前 
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在 上 内 解析 , 并 且 在 天 内 ， 


F(w)=f/{y (tw)). {4 .3) 


如 果 能 证 明 大 的 半径 p 之 1, 那么 就 证 明了 定理 4 .1 .事实 上 ， 
这 时 RE(w) 在 |w1<1l 内 解析 ,从 而 gf(z)= 开 (ez)) 在 G 内 解 
析 . 如 果 z 在 a 点 的 -个 邻 域 内 , p (z)ek. 于 是 由 (4.3), 在 
这 邻 域 内 (图 48 )， | 
B82)=F (0(2))=7(y( 0(2)))=f(z). 
因此 在 DD 内 ,g(tz)=7(z). 


现在 来 证 明 p> 1 .假定 p<1. 那么 FF(w) 在 I|w|=p 上 有 


一 - 奇 点 w_“ 在 胰 射 z=Ytw) 下 ,mwm=0 到 mw 侈 线段 Ow "机 射 
成 GG 内 从 a 到 b= (Cw 的 一 条 简单 连续 曲线 ?. 由 假设 , (f ,D) 
可 溢 曲 线 解析 开拓 . 设 解析 图 数 元 素 链 ( 太 PD), (Cf, Di),…， 
(f ,DD,) 实 现 这 一 开拓 ,这 就 是 说 , D 及 D, 的 圆心 是 》 的 端点 ， 
DD=DD, Di,… ,DD, 的 圆心 依 序 在 YY 上, D,,| 的 图 心 属于 DD,， 
而 且 在 Di 站 Daysi 内 f(z)=fr (2) (kK=0,1 ,Hl;h= 
站. 设 pg(D)=R ,那么 (R)=D,. FF 是 Oe Ro,w 'eR,, 而 
HR, 是 包含 在 |w| 之 1 内 的 区 域 . 
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我 们 有 : wzeDn Di ,f(z2)=fi(z) ,从 而 Ww Ee Ro mn Rl, 
Ty tw))=f (yw)). 
于 是 YweRin{w|iw!l <p}, 
FIw)= (Ww (Ww)). 
依 比 类推，wwe RA{wllw|<p}， 
Flw)=f yw)). 
但 GY 上 Ov) ) 在 RR, 内 解析 ,因此 w 不 可 能 是 FGw) 的 奇 点 ,与 
假定 相 闻 盾 . 于 是 p> 1, 证 完 ， 

由 定理 4 .1 可 以 看 出 , 在 沿 曲 线 解 析 开 拓 时 ,采用 不 同 的 晴 
数 元 素 链 , 从 曲线 一 端点 处 的 图 数 元 素 出 发 , 总 可 得 到 另 一 端点 
处 的 同一 函数 元 崇 ， 

从 定理 4.1 不 难 推 出 , 这 定理 在 G6= 人 多 时 仍然 成 立 . 

$2， 多 角形 映射 公式 


5 . 基本 公式 ” 黎 曼 定理 保证 了 不 是 全 平面 的 单 连通 区 域 与 
单位 圆 盘 之 间 有 保 形 双 射 . 本 节 中 研究 多 角形 的 内 区 堪 的 映射 公式 . 
由 于 单 位 图 盘 可 上 映射 成 上 半 平 曾 , 为 了 便于 应 用 对 称 原理 ， 现 研 
究 多 角形 的 内 区 域 与 上 半 平 面 之 间 的 映射 . 

设 半 哮 畏 数 w=f(z) 及 其 反 冰 数 z= 下 (w) 实 现 w 平面 上 讲 
点 为 证 ( 关 吕 (= 1 ,2 ,3 ,… ,nn) 的 简单 多 边 形 (其 边界 不 相交 ) 
的 内 区 域 P 与 上 半 :平面 之 间 的 保 形 映射 ; 设 x 是 w, 的 象 
(x < )， 它们 痢 是 实 轴 上 的 有 限 点 (图 49). 设 多 角 
形 在 w 的 顶 角 为 B, 弧度 (0< 记 过 27r, 有 天 天) 

首先 研究 f(z ) 在 上 半 平 面 内 x 附近 的 展 式 , 引进 补助 谈 量 
D= (wo—w, jr .复合 国 数 


w=[f(z) 一 w.] 京 (5.1) 

把 x 的 充分 小 的 邻 域 中 属于 上 半 z 平面 的 一 部 分 , 映射 成 为 平面 

上 的 一 部 分 ; 它 包 含 原点 , 并 包含 四 平面 上 某 一 半 平 面 的 部 分 
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(图 49), 根据 对 称 原 理 , 国 数 四 (=z) 可 以 解析 开拓 到 x 的 整个 
邻 域 ,从 而 它 在 x， 有 过 勒 形式 


z 平 面 名 平面 由 平面 
/~ 让 A 
i % Ei ™ 
EE PL 上 一 人 OO 
图 物 
ww (z)— a Mz— x + zo x + ($5.2) 


其 中 无 常数 项 , 这 是 由 于 w(x)=0:; wo =w (x) 关 0 ,这 是 由 
于 所 确定 的 映射 是 双 射 . 出 (5.1) 及 (5 .2) ,我 们 得 到 

8 有 
f(z)= Wm, + [wx 二 oo 一 % + -| 加 


困 为 方 括号 中 的 式 子 在 z= x 时 不 为 零 , 所 以 在 这 点 附近 可 让 它 
的 一 个 单 值 解析 分 枝 , 并 把 它 展 开 为 泰勒 展 式 ,于 是 在 上 半 平 面 
且 在 x 附近 


和 
fa)=w + (2x) [mo to (zx) + ] (5.3) 


其 由 mo 关 0. 显然 x 是 f(z) 的 枝 点 . 

现在 进 -…- 步 研究 w=f{z), 由 对 称 原 理 , w=f(z) 可 越过 
(xy 2 解析 开拓 到 下 半 = 平面 . 开拓 出 的 国 数 把 下 半 z 平面 
映射 成 与 P 关 于 w_| 及 w 的 联 线 为 对 称 的 多 角形 内 区 域 P“ 
{二 1 ,2,3,--… ,hn )! .其 次 ,这 一 画 数 又 可 越过 (x ，x 让) 开拓 
为 在 上 半 平 面 解析 的 国 数 六.(z)， 它 把 上 半 平 面 映射 成 与 已 堪 


守 ， 人 0] 表示 区 间 (ro xi 即 以 xl 为 器 点 , 且 包 含 o 的 “区间 ”;， wo 
表示 je foxa+1) 也 表示 区 间 (xr x1) ;wnt 及 w+1 表示 wi 及 LA 
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于 we 及 Ww | 的 联 线 为 对 称 的 多 角形 内 区 域 P “(图 50), 在 这 里 
Wi4l 是 与 ms 关于 wi 及 ww 的 联 线 为 对 称 的 点 . 最 然 P 名 
从 了 通过 誉 标 轴 的 平移 及 旋转 而 得 . 由 于 w=f(z) 及 w=f.(z) 
分 别 把 上 半 z 平 面 映射 为 及 P “我 们 有 

f(z2)}=af (z+B (5.4) 
其 中 及 RB 是 复 常 数 ,1a| =1; 这 崎 明 当 z 围绕 x 连续 变化 时 ， 
w= 二 f(z) 有 多 值 性 . 


人 如 + 六 ww 平面 
= 平面 PT FA 


2 1 雪上 -1 
和 41 


图 50 

从 形式 特别 简单 的 (5 .4) 式 出 发 ,容易 导出 一 个 单 值 函数 ， 
我 们 有 
fz) 

fAz) Fe) 

这 样 , 昌 然 是 w=/(z) 的 校 点 ,而 当 z 围 线 x， 连续 变化 时 ， 
函数 8 (:) -大 ) 不 变 . 这 一 函数 具有 下 列 性 质 

(1) g(z) 在 瑞 个 平面 上 是 单 人 的 ， 

{2)g{z) 在 zz 平面 上 除去 x (k=1,2 ,3 ,… ,nn) 外 解析 ， 这 
是 由 于 /(z) 的 每 一 分 校 在 任何 3 ( 关 总 ) 的 充分 小 的 邻 域内 音 叶 
解析 ,从 而 其 导数 在 5 不 为 零 

(3)g{z) 在 z= x (k= 1 :2 :了 CR ,1 ) 有 一 阶 极点 * 在 z= 各 
的 充分 小 的 邻 域内 任 一 点 z( 关 xx ) ,由 (5 .3) ， 
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fa)= Bi Ga) te) + 
= A (zw) WV {2— xX) 
其 中 心 纺 一 常数 , 几 (z- 生 ) 在 z=x, 解析 , 光 (0) 关 0. 由 此 得 
fz) (各 -1 JE- (zx) 


上 rl(z—x,) y Az | 


其 中 6 (z 一 x ) 在 z==x, 解析 . 因此 8g (z) 在 z=x, 有 一 阶 极点 . 
由 (1 ) 一 (3)， 我们 有 


5 (2)=> (各 -1) 二 + E(z), 
其 中 EE(z) 为 整 函数 , 为 了 确定 E(z)， 现 研究 g (z) 在 z=o% 的 
邻 域内 的 性 质 . 由 于 w=/(z) 的 一 梳 把 z= oo 映射 成 为 wm 与 
的 联 线 上 某 一 点 , 当 |z| 充分 大 时 ， 


f(z)=n'+ 总 - + 三- 十 ， 
从 而 
8 (7z)= 7 让 -之 + 总 ++ 


由 此 可 见 , 当 zz 一 0 时 ,EE(z)> 0 ,从 而 在 整个 z 焉 面 E 有 界 . 
四 刘 维 尔 定理 ,三 (z)== 常数 , 且 此 常数 必然 为 零 , 干 是 


2 


下 = 


因为 8(z)= -和 Lay 《2), 所 以 在 上 半 z 平 面 沿 任何 曲线 取 g (z) 
的 积分 ， 并 将 所 得 结果 作为 e 的 冠 ,就 得 到 
用 月 
f Az)=CT (zr) i. 
k= 1 


其 由 C 为 一 常数 . 于 是 我 们 有 : 

定理 5 .1 设 函 数 w = f(z )] 把 上 半 平 面 im z> 10 保 形 双 射 成 项 角 
为 户 (0< 及 过 2r ,及 Fr;K=1.2,3 … .有 n) 的 多 角形 的 内 区 
域 P, 而 且 实 轴 上 的 点 x (一 0% <x < << 之 所 十 00) 对 应 于 
多 角形 的 顶点 , 那么 


站 1 
s(-( 1) 


flz)= c| 1] (zn) -igdt Co,, (5.5) 
泣 =1 
其 中 z, , C 及 C 是 常数 . 


“在 定理 5.1 中 ,x 是 P 的 顶点 在 实 轴 上 的 对 应 点 . 可 是 求 
三 A(z) 时 ,事先 只 知道 的 顶点 ,而 不 知道 x ,根据 保 形 映射 
时 的 边界 对 应 甘 系 , 在 这 些 x， 中 ,有 三 个 点 可 以 任意 确定 , 而 其 
余 那些 点 以 及 常数 与 C, , 就 必须 由 问题 的 条 件 来 确定 (z， 可 任 
意 确定 )、 下 面 将 通过 具体 的 例子 玉 说 明 怎样 确定 这 些 点 和 党 
数 ， 

在 定理 5,1 所 考虑 的 问题 中 , 如 果 x， 变 为 无 穷 远 点 ,那么 
公式 15 .5)} 要 变 成 怎样 的 形状 呢 ? 

为 了 将 这 种 情形 化 成 以 前 的 情形 , 作 变换 - 
半 如 果 有 一 个 0， 邯 么 不服 15 .6 而 取 S 全 一 , 共 中 


—x0 


0 天 其 (k= | 35) 
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:= (5.6) 


它 把 半 平 面 Imz>0 这 为 Imti>0 3 用 使 访 | ™ ~ 3 人 1 征 
为 实 轴 上 的 有 限 点 名 和 这 时 ,由 (5.5)， 和 将 
Im >0 变 为 PP 的 隔 数 w=f(2) 是 


: 站 Fs , 
= | [Il Gx e+, 

| 

sn 


在 这 里 C 及 C, 是 复 常数 . 在 上 面 公式 中 作 变 换 (5 .6)， 注意 
到 B+ 局 十 -十 Bb, =[n 2)x. 我 们 有 


了 1 十 


| Wa . 一 

w= | I Tr, —x)z—1] 7 | - 上 人 
| 
加 


1 各 - 

-=c| 问 [ee dz+ C,, (5.7) 
| 
0 


其 中 CC 及 CC 为 复 常数 . 

这 样 , 如 捍 无 穷 远 点 对 应 于 多 角形 呈 的 一 个 顶点 , 那么 在 公 
式 (5.5) 中 ， 与 这 顶点 对 应 的 因子 就 没有 了 . 

笑 . 实 击 ”在 本 段 中 ,我们 举例 说 明和 怎样 点 用 多 角形 映射 公 
式 . 

例 ] 把 上 平平 面 Imz>0 保 形 双 射 为 w 平面 上 边 长 为 26 
的 等 迪 二 角形 4BC 的 内 区 域 (图 51)， 

选择 了 平 面 上 -1.0,1 了 点 以 4 ,有 .CC 为 梨 , 那么 所 求 
的 映射 国 数 是 


we GF (NTT dtc (6.1) 
-1 


252 


疼 51 
设 当 z 在 (一 1,0) 上 时 ,其 中 每 一 根 式 下 二 值 . 由 一 一 1， 
ww 二 一 4; 可见 CC = 一 a, 你 由 z=0.,w=4 以 及 


1 _2 _2 _2 
a= -orc| (+1) CC-1) 3 (1-1) ad, 


可 得 
20-c| si 于 ds 
是 
1 
-§| uu (Iu) au 
LH 
Lf 
oe Ts) 
= 二 ， 
"(3) 
从 而 
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例 2 把 上 半 平 面 Imz>0 保 形 双 射 成 只 平面 上 . -个 所 形 
41A4A,4, 的 内 区 域 ( 图 52). 


. 度 到 
首先 考虑 z 平面 的 第 一 条 限 到 己 给 矩形 内 区 域 右边 -- 半 
04, 4,B 的 保 形 映射 . 而 使 O，4, ,BB 分别 与 0,1.,c0 相对 应 ， 
设 点 4; 由 十 肌 射 而 得 , 这 里 0<k<1. 把 这 一 映射 按 对 称 原 
昭通 过 上 半 ? 辅 开拓 , 就 得 到 所 求 映 射 ; 由 此 可 见 ,4, 与 - 下 
相对 应 . 因而 所 求 映射 可 写成 


人 dz 
' -nD(2- 二 ) ! 


dz 
. = + CC. 
| V (2 -R22) | 


由 z=0,w=0, 可 得 C=0, 为 了 确定 C 及 上 ,要 用 到 z= 1 ， 
市 一 凑 : 


l 
x-c| dt ， (6.2) 
0 Ve Wl-—Rere) 
以 及 z= 到 ,WwW=K+tiK “ 
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! 六 去 dt 
«rg ‘=c| +c| -x+ic| vRNAREY 
0 l 1 


(把 从 0 到 二 的 积分 分 成 从 0 到 1 以 及 从 1 到 二 两 部 分 ,并 
且 利 用 等 式 (6 .2) )、 由 此 可 得 


| 
K =c| dt . (6.3) 
,Vm DRe) 
由 (6.2) 及 (6.3) 可 求 出 C 及 天 ， 


如 果 设 上 0<K<1) 及 和 = 1 为 已 知 ， 则 可 由 (6 2) 及 (6.3) 
确定 天 及 天 “. 于 是 所 求 映射 为 


"| -Te (6.4) 
% VU ED 


积分 (6 .4) 是 一 种 所 谓 酉 圆 积分 ， 它 的 反 国 数 是 一 种 雅 可 比 精 图 
负数 ， 并 称 为 椭圆 正 荡 (在 C=1 时 ), 记 作 >=-snm 
多 角形 映射 公 需 可 应 用 到 其 些 顶点 为 无 穷 远 点 的 “多 角形 ". 


举例 如 下 ; 
例 3 把 上 半 平 面 Imz>0 保 形 双 射 为 w 平面 上 的 半 带 域 


一 也 <Rew< 本 nm， 

本 题 实 际 上 与 第 六 章 第 10 段 的 例 4 相同 , 但 要 把 这 例 中 = 
平面 及 w 平面 的 地 位 互相 交换 ,如 图 40， 作 映射, 把 z 平面 上 
一 1 ,1 及 oo 三 点 分 别 映 射 成 为 w 平 面 上 4A4,C 及 Dl(lw ) 三 点 
由 (5.7)， 所 求 的 映射 是 
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"=c| 一 一 一- 
-1 v1l+tyv]1-r 


其 中 根 式 取 主 值 . 由 z= 一 ] ,w= 一 


由 z= 1,w= ; 则 丰 有 


“=c| -了 
一 1! vr 


于 是 C= 1 . 因此 , 我 们 得 到 


eola 


Wh 一 | 7 = 
1 Yv 1 一 六 


一 arcshz， 


从 而 
与 过 去 所 得 结果 .一致 ， 
可 


1 证明 对 称 原 理 的 推广 . 


七 


[一 


+ CI 


2 . 设 湖 数 w=/(z) 在 mz30 下 单 叶 和 解析， 并 种 把 Imz>0 保 卢 喘 
射 成 | <1 把 Imz=0 峡 射 成 jy! = 1 . 证明 fz) 一定 是 分 式 线性 晴 数 . 


3 ,级 数 


tt | 


一 1 一 一斑 一 …， 


在 0<1-4<1 岂 所定 文 的 国 数 是 再 可 尺 解 本 开拓 为 级 数 


JL. 上 + 二 + 


不 11 >] 内 所 定 交 的 图 数 ? 
4 . 广 明 :级 数 


Li 
A 
3 
1-> 1- 03 
he)=1ln2 一 


在 1zj<1 与 12 一 让 <2 内 所 洁 尽 的 半数 后 为 直接 解析 开拓 
5 ,证 明 :级 数 


所 定义 的 随 数 在 左 半 平面 内 解析 ,并 可 解析 开拓 到 除 拱 点 z=0 外 的 整个 复 
平面 ， 
6 .证 明 : 如 果 整 表 数 (2)= ws 22 在 实 轴 上 取 实 值 , 那么 系数 由 部 
二 们 
是 实 的 . | 
7 . 试 亲 下 列 卖 变数 实 值 前 数 能 否 解析 开拓 到 复 平面 1: 
(f(r = lxl; 


1 
ex 【《 当 x 关 和 时 小， 

oy 1 ( 当 *= 人 0 时 ) ; 
(3 在 [ae 到 上 仔 一 点 可 展开 成 刻 关 级 烙 ， 


8 .证 明 六 2)= 交 2 的 自然 边界 是 141 =1. 


=1 


3. 畏 数 w= Ve 是 否 是 多 信和 解析 朵 数 ? 
10 , 试 作 鸭 数 .Alz)= Vz 二! 的 架 吕 面 . 


11 , 试 川村 称 原理 把 下 到 图 形 所 示 的 区 域 分 别 保 形 上 映射 为 上 半 平 而 : 


第 11 题 


12 . 证 明 :把 = 平面 上 的 单位 现 盘 保 形 双 射 成 平面 上 多 和 钊 形 呈 的 
映射 公式 是 
所 


= n El 
一 人 (z 一 2 于 dt” 
w | 有 闻 | 


其 中 包 是 已 的 各 项 角 的 弧度 , > 是 1z| 一 1 上 与 P 的 各 顶点 相对 应 的 点 ， 
z0,C 及 CC 是 复 常数 ， 

13 . 求 作 把 单位 剧 盘 映射 成 正方 形 的 单 叶 函 数 . 

14 .用 多 角形 映射 公式 (5 .7) 解 第 六 章 第 9 菇 的 例 3 . 

{ 提示 ] 所 述 例 中 w 平面 上 的 区 域 可 看 作 - 一 个 多 角形 的 肉 区域， 

15 . 试 作 保 形 映射 , 把 圆 环 0<e<1z| <5 除去 实 轴 上 的 区 间 (a ,bj 而 
得 的 区 域 映射 成 |w| < 1 
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第 八 章 调和 浮 数 


$1. 调和 函数 及 其 性 质 

1 .一般 概 念 ” 在 第 . - 剖 习 题 一 第 8 题 中 , 我 们 已 经 指出 , 解 
折 函 数 的 实 部 及 虚 部 满足 岩 和 方程 即 拉 普 拉 斯 方程 ， 并 且 称 为 调和 
函数 . 实际 问题 中 所 遇 到 的 一 黎 虽 数 莉 着 解 匆 窗 数 的 实 部 或 卉 部 ， 
亦 即 钉 和 晴 数 . 由 此 可 见 ， 这 种 靖 数 在 理论 上 及 实战 上 都 有 重要 
的 意义 ,本 章 中 引进 二 元 调和 函数 及 其 -… 些 性 质 , 其 中 许多 性 质 
都 可 以 从 解析 函数 推导 出 来 . 我 们 还 将 研究 这 类 函数 的 一 种 边 什 
问题 . -元 调和 国 数 可 推广 到 更 多 个 变 元 情形 , 不 过 这 时 不 能 应 
用 解析 函数 进行 研究 ; 本 章 将 不 涉及 这 方面 的 问题 . 

俩 微分 方程 


2 a2 
cH CH 

入 二 -= 一 -十 =0 (FE. 
Ox Op 1 


吓 做 … 维 调和 方程 , 也 叫做 二 缴 拉 普 拉 斯 方程 . 褒 两 个 实 变数 的 
实 函 烤 4=WlX 7 在 一 个 区 钥 方 内 有 连续 了 换 一 阶 及 二 阶 仿 导 数 ， 
并 甩 满 足 二 维 调 和 方程 ,那么 它 就 叫做 二 元 调和 函数 , 或 简称 调 
和 和睦 数 . 由 于 本 章 不 讨论 多 元 调和 函数 , 象 适 样 篇 称 不 会 产生 混 
淆 . 

第 二 党 习题 二 第 8 题 中 已 经 证 机 : 

定理 1.1 设 /(:) 在 区 域 D 内 解析 ， 那 么 它 的 实 部 和 虚 部 
都 是 在 D 内 的 调和 般 数 . 

我 们 自然 提出 … 个 问题 : 在 区 域内 的 调和 随 数 是 否 是 之 区 
域内 某 一 解析 国 数 的 实 部 或 虚 韶 ? 在 单 连 道 区 域 情 形 , 这 问题 
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的 答案 是 肯定 前 . 如 果 zx 是 查 单 连通 区 域 忆 内 的 调和 二 
数 ,那么 可 以 找到 在 DD 内 的 调和 函数 1 (x ,jj 使 得 

fz)=u (x tit ) (1 .2) 
在 太 内 解析 .对 任何 实 常 数 C ,p(x ,y+ 局 也 和 tix 1) 一 样 
具有 王 述 性 质 ， 


实际 上 , 根据 第 … 普 第 2 民 ,我 们 只 要 求 得 在 五 内 有 连续 
的 倘 导 数 ,并且 满 忠 
名 -人 Ci -2 (1 .3) 
ay Ay [a 和 


的 国 数 v(x ,y). 就 是 说 , 要求 出 的 数 w(x ,Pr 使 其 在 五 内 有 拿 
微分 : 


司 
tr eh. (1.4) 
oOy Ox 


站 天 二 xp 是 凋 和 国 数 . (1 .4) 当 然 是 全 微分 ; 又 由 于 五 号 音 
连 授 区 域 ，e (x 7) 可 由 下 列 线 积分 确定 ，: 


iv 
| 一 dx ht 实 削 数 ， (1.5) 
og- } . 


这 样 求 得 的 v(x ,py ) 满 是 条 件 (1 .3)， 于 是 (1.2) 记 定义 的 
f(z) 在 单 达 通 区 域 D 内 解析 . 

同样 , 先 给 出 在 单 连 通 区 域 六 内 的 调和 国 数 eg ,也 可 
求 得 w(x ,六 ), 使 得 (1 .2) 所 定 交 的 {zj 在 DPD 内 解析 . 

在 人 区域 启 内 满足 条 件 (1 .3) 的 注 和 卫 数 w(x,y) 及 4(x 7) 
甩 做 共 轴 调 和 函数 . 

总 络 以 于 近亲 ， 我 人 性 到 

定理 1.2 西数 /(z) =n(x .1)+itlx .4) 在 单 连通 区 域 有 
内 名 标的 必要 分 条 从 ax 及 Ex 小 ) 是 在 闪 的 共 斩 
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调和 序数 .已 知 w(x.y) 及 v(x,y) 中 的 一 个 ,就 可 确定 f(z)， 
不 过 可 能 相差 一 个 实数 或 纯 虚 数 . 

例 求 -- 解 析 函 数 , 使 其 实 部 为 x? 一 3xy?， 

解 设 wfx:p)= 妇 -3x72 ,在 伐 平 面 上 任 一 点 ， 


Gu On 


一 = 3x*— Gy = ~ x 
at _ 3 
5 全， By: 6x. 


u(x :满足 全 .1), 从 而 是 调和 遇 数 .由 于 (1.4) 是 全 微分 , 积 
分 (1 ,5) 与 路 径 无 美 . 由 (1 .5) 求 z(x,y), 取 从 xo ,yo ) 到 (x ,po) 
以 及 从 (x ,yo 到 (xz ,yy ) 的 线段 作为 积分 路 线 , 就 得 到 


tx ,y)= | 6xydx + | (03+ C= A308+ CC,, 
才 -是 


下 起 及 CC 为 实 常 数 ,， 上野 后 得 
f=u(x ytiv(x ,1) = (x+ P+iC=23+iC,. 


这 里 叙述 的 根据 实 部 求解 析 交 数 的 方法 ， 也 可 应 用 到 多 连通 
区 域 D 玖 情形 ， 但 这 时 从 积分 (1 .5) 求 得 的 v(x ,P)-- 般 说 来 是 
多 值 遂 数 , 而 相应 的 复 变 轿 数 是 多 性 解 析 轩 数 . 

解析 二 拓 峙 念 也 可 转移 公 阅 和 靖 数 情形 . 设 在 单 连 通 区 堪 万 
内 的 调和 此 熬 efxz ,3 ) 丰 解析 组 数 (z ) 的 实 部 或 虑 部 , 那么 /=) 
道 过 解析 开拓 而 得 的 解析 明 数 的 实 于 或 弄 部 ,也 是 yy (x ,rj 通过 
开拓 而 得 的 调和 晤 数 , 它 不 亿 可 能 是 单 值 的 , 也 可 能 是 多 值 的 . 

出 于 调 和 消 数 是 稻 析 哨 娄 但 实 于 眶 深部 ， 而 和 解析 了 晴 数 有 任 总 忆 、 
阶 导数 , 可 以 看 出 , 调和 国 数 的 什 意 阶 伪 必 数 也 是 调和 遂 数 ， 

最 后 ,我们 指 是 , 当 自 变 芒 的 蛮 域 经 过 保 形 双 射 后 .解析 隔 
数 仍 然 变 为 解析 孙 数 ; 因此 这 过 调 和 国 数 志 变 为 调和 天 数 ， 
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2 , 中 值 公式 与 普 阿 松 公式 ， 极 值 原 理 对 于 解析 函数 , 我 
们 有 重要 的 柯 西 公式 .应 用 这 一 公式 , 可 从 解析 函数 在 某 些 区 域 
边 界 上 的 值 , 确定 它 在 区 域内 任 一 点 的 值 , 现在 要 对 区 域 为 圆 些 
情形 , 导出 关于 调和 函数 的 类 似 公式 ， 

设 x#(z)=ax 是 在 半圆 盘 1z| 专 p (0<p< 十 oc) 上 的 调 
和 国 数 : . 作 在 |z| 万 p 上 的 解析 函数 f(z)=wu(z)+iv(z). 出 
柯 西 公式 , 并 令 上 = pe ,我 们 有 


1 FDI 1 
/0)- 7 | a | flpe™ ) dp . 


比较 上 式 两 边 的 实 部 , 就 得 到 调和 苞 数 的 中 值 定理 : 
定理 2 .1 如 果 x(z) 是 在 闭 圆 盘 |zj 和 p(0<p< 二 o) 上 的 
调和 函数 , 那么 


2 
ztO)= 去 | u (pe*)dop. (2.1) 


(2 .1) 叫 向 调 和 函数 的 中 慎 公 式 . 由 此 可 立即 推 得 : 
系 2.1 如 果 u(z) 是 在 闭 回 盟 |z- “<p (0<p<+%)t 
的 调和 函数 , 那么 


2x 
w= 去 | u (20+ pe” Jdop, (2 .2) 
0 - 


定理 2.1 表明 , 可 从 闭 贺 扒 1z|<p 上 调和 国 数 wx(z) 在 
1z1= 2 上 的 值 来 确定 2(0)， 现 在 研究 是 否 可 用 这 些 值 来 确定 
u(z) 在 圆 盘 1z| <P 内 芷 一 点 的 值 . 我 们 要 应 用 定理 2 .1 和 保 形 
映射 来 解决 这 一 问题 . 

为 了 论证 方便 起 见 , 现 取 Z 作为 复 变数 , 而 用 z 表示 复 常 数 . 


人 划 在 包含 这 一 用 圆 盘 的 一 个 区 域内 的 调和 函 数 . 
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设 wx(Z) 是 在 1Z1<spf0<p<+) 上 的 调和 国 数 . 取 定 
1Zl<p 内 一 点 z. 作 分 式 线性 图 数 


w= LE 即 Z= t+) (2.3) 
—z2Z+p> zw+p’ 


它 把 Z=z 映射 成 w=0, 把 1Z|<p 映射 成 Ilw|<p. 通过 映 
射 , wx(Z ) 就 变 成 了 |w| < p 上 的 调和 函数 


2 
wo- -合生 ) 


对 这 函数 应 用 定理 2 ,1 ,我 们 有 


. 
1 jp 
ul oy- 去 | u) (pe*)dy ， (2.4) 
其 中 
ww Dp (pe*—2z) 
pe -~7per+p 3 
如 | (0)=wu(z) » i (pe™)=u (pe™), (2.5) 
于 是 
ie 一 PEey? 一 工 
有 一 Ze 


在 上 趟 两 边 取 对 数 , 然后 再 求 微分 ， 即 得 


加 pe ze" 
0-|[ pev—z * 月 一 了 em | 
2— ZF | 
”Te zp 4 : (2.6) 


令 z=re*， 就 有 


pr 
pi—2preos(p —0)+r 


把 (2.5) 及 (2 .7) 代 人 (2 .4)， 我们 得 到 : 
定理 2.2 如 果 :xf(z) 是 在 闭 圆 瘟 1z7] 乏 p10<p< +2o ) 上 的 
调和 函数 , 那么 对 于 0<r<p， 


d= do . (2.7) 


嫩 (re } = 1 名 {pen ) Pr tp 
2 pi:— 2prcos(p—0)+r 
| (2.8) 


(2 .8) 称 为 普 阿 松 公 式 ; 它 推广 了 中 值 公 式 {2.1), 而 把 后 
在 定理 2.1 与 2 .2 以 及 系 2.1 中 ,把 “wu(z) 是 在 |z|<p 牙 
的 调和 前 数 " 这 - -假设 , 换 成 “ut{z) 是 在 |z| <p 上 的 连续 函数 ， 
在 上 zi<p 内 的 调和 畏 数 "， 右 关 结 论 仍 能 成 立 ， 证明 从 略 
我 们 也 可 应 用 保 形 映射 ,研究 在 较 一 般 区 玻 中 的 调和 图 数 用 
其 岂 漠 上 的 值 表 示 问 题 . 
我 们 知道 ,在 -区 域内 解析 的 函数 , 如 不 为 常数 , 共 模 数 必 
不 可 能 在 这 区 域内 达到 最 大 值 . 应 用 凋 和 明 数 的 中 值 公 式 ,， 可 以 
导 二 类 似 性 质 . 为 了 简化 证 明 , 现 应 用 解析 畏 数 的 最 天 模 原 理 推 
导出 下列 结果 : 
定理 2.3 一 个 在 区 域 D 内 不 为 常数 的 调和 函数 ,不 可 能 在 
这 区 域 的 内 点 达到 最 大 值 或 最 小 值 . 
证 起 定 调和 鸭 数 ztzl 诗 常 数 ) 在 区 域 D 的 内 点 5 处 达到 
最 大 值 . 设 圆 盘 |z- 引 <pt0<p<+x) 在 区 域 万 内 .作出 在 
{一 | <P 内 解析 的 国 数 /zz)， 使 其 实 部 为 站 0z)， 显 然 . rz) 
汽 沼 数 . 于 是 在 1=-z1<p 内 解析 的 函数 w 二 (天 和 芝 数 ) 的 模 在 
志 达到 最 大 值 ee'5'， 与 最 大 模 原 理 相 六 菠 , 因此 2 在 3 不 可 
能 达到 最 大 值 . 性 虑 靖 数 er 六 2: ， 可 以 证 其 w(tz) 在 区 域 DD 内 -点 
电 不 可 能 达到 苦 小 值 . 
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定 归 2 .3 中 所 说 明 欧 军 实 称 为 概 稍 犀 理 . 


一 


S2， 狄 里 克 莱 问 题 


3 . 圆 盘 上 的 狄 里 克 莱 问 题 “许多 数学 物理 问题 可 以 化 为 按照 
人 区域 过 与 目的 已 知 八 作出 在 民 域 内 的 调和 | 鹃 数 . 这 类 问题 称 为 狄 
里 友 业 装 题 , 现 精确 表述 如 下 : 
“ 求 则 二 不 在 区 域 D 内 调和 、 并 且 存 D 及 其 边界 所 组 成 的 闭 
区 战 忠 上 连续 的 国 数 4 (:)， 便 它 让 DD 的 边界 上 取 已 经 给 定 的 连 
续 值 w(t)， 

在 应 用 中 ,边界 年 (是 连续 的 这 -条 件 太 严 , 因此 过 寞 
竹 虑 广 浆 蒜 里 克 革 和 癌 题 : 

奥 已 始 在 区 正方 的 边界 C 上 给 出 一 个 畏 数 of 区 ， 它 除去 在 
有 有限 个 点 忆 ,名 ， 有 第 一 类 间断 点 外 ,处 处 连续 . 将要 

求 出 一个 在 区 域 D 内 的 有 界 调和 函数 ztz), 鸽 它 在 图 数 站 0 的 所 
有 连续 点 处 都 取 值 x (6). 亦 即 

lim #(z)=u(£t) (ze D). 


在 本 音 中 ,我 们 不 研究 一 般 区 域 上 的 狄 时 克 莱 问 题 , 只 就 区 域 
为 同舟 或 半 平 面 情形 求解 ' ， 现 先 从 图 盘 的 情形 开始 . 

设 闪 轴 [|=p (0<p<+% 上 给 出 一 个 隔 数 wx (); 除去 
在 有 限 个 点 5，… ,外 ,这 晴 数 处 处 连续 ,而 在 这 些 例外 
点 ,wt{ 了) 有 第 -类 间断 点 . 需要 求 出 函数 wx(z). 使 其 在 圆 起 
Iz1<p 内 有 界 调和 , 在 圆 | | = 的 非 例外 点 ? 取 值 w(t). 

定理 2 .2 启发 我 们 , 这 问题 的 解 是 普 阿 松 积 分 : 


ee 
人 二 | 


! 通过 拧 形 上映 时 .加 盘 肉 或 六 于 道内 欧尚 种 隔 数 可 鼎 开 为 不 是 爹 囊 独 的 音 迁 珊 
区 城内 的 测 和 喧 数 . 因此 这 里 的 结业 本 转移 到 较 : - 般 的 区 域 . 


Co 一 Po 
-prcos( — 0)+r 
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(2 一 re Og&r<p, 00<2n). (3 .1) 


现 分 几 步 证 明 {3 . 划 ) 确 是 问题 的 解 : 
(1) ztz) 在 |zl<p 内 有 界 . 
出 (2.6) 及 (2 .7), 可 妨 
pr 
请 一 2prcos (pp —0)+r 


>0(0gr<p<+ wm 0s od<2r). 


{3.2) 
其 次 ,对 在 |z| < p 上 的 调和 函数 4(z) = 1 应 用 定理 2 .2， 
我 们 有 


1= -上 Pr 
27 角 P 一 20rcos (9 — py Py 


(Ogr <p,0<0<2nx). (3.3) 
又 由 假设 ,存在 着 一 有 限 数 4, 使 
lu(pes)l<M (0g09<2r). (3 .4) 


因此 由 (3 .1) 一 (3 .4)， 


一 户 
lu (2) | 去 | M re Brig =M 


(lz| <p). 


{2) u{z) 是 在 |z| <p 内 的 请 和 函数 . 
由 (2.6), 令 w= pe*, z= rer ,我 们 有 


六 一 产 Wp 2 
Pr —2preos(p—0) +r WwW—2z 市 一 
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上 而 # (2z) 是 下 列 函 数 的 实 部 : 


-1 +z d 
HO) a | ww (zl<p). (3.5) 


上 式 中 的 积分 称 为 名 瓦尔 兹 积分 . 显然 


1 Hw) uw) dw 
f(z)= 27i 中- 证 一 人 mt 镍 侯 一 了 | 


揪 号 中 的 两 个 积分 都 是 所 谓 柯 西 型 积分 ; 可 以 象 在 柯 西 积分 情形 
一 样 , 证 明 它 们 都 确定 在 |Zi<p 内 的 解析 和 函数 (第 三 章 , 引 理 
4 .1 ) . 由 此 可 见 , f(z) 是 在 |z| <p 内 的 解析 函数 ,从 而 其 实 
部 x(z) 是 在 辣 一 圆 盘 内 的 调和 明 数 . 

(3) 对 于 xf = p) 的 任何 连续 点 局 = pe”'， 


lim ul(z)=u(to) (zl<p)， (3.6) 
EE :0 


出 (3 .1) 及 (3 .3), 我 们 有 


2F 2 
ulz)-u @ 寺 | [ee ~u( pe) pe Be OO) + 
0 
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{z 一 1e 几 0 有 <P 0 去 D<27). (3.7) 
由 假设 , 任 给 2>0, 可 找到 5>0 ,使 当 1g 一 gi 5 上 时， 
lu per)—u (pe )| <s. (3.8) 
把 (3 .7) 中 积分 分 成 山 部 分 : 
ulz) -1 (i ) 


2 Te 一 os le-wnl>é pi— 2preos (op —0)+r 


= +， (3.9) 
由 (3 .8) , (3.2) 及 (3 .3). 


-二 Pd 
"7 条 2 PD-2preos tp —0)+r: 


~ x » -2preos(@—0)+7r 


现 研究 1 了. 由 (3 .4)， 


1 (p2— radp 
i! < 一 一 M4 。 a | 
: 2 Is P 一 2prcgos{g 一 由) 十 天 


当 z ~> tbo: 亦 即 + 一 p10-> po 时 ， 
Pp'—2preos (p -0)+r> 202[1 一 cos (9 — oo)l, 
pC—p-— 0. 
但 当 ip 一 pol > 时 ， 
2p[1—cos{p— go)]>2p (1 -co0s6)>0. 
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因此 对 于 zs>0,， 可 找到 bi>0,. 全 1:-6<5 ,lzl<p 时 ， 
Il <s. 由 此 结合 (3 .10) 及 (3.9)，(3 .6) 得 证 . 

这 样 , 我 们 证 明了 (3.1) 确 是 zp 上 狄 明 殉 菜 问 题 的 
解 . 

4 . 上 半 和 平面 上 的 狄 里 克 莱 问 题 上 半 平 面 上 的 狄 果 克 莱 晤 是 : 

设 在 实 轴 上 给 出 一 个 国 数 a (OOL- cc < < + o )》，、 除 去 在 有 限 
个 点 和 ,外 :这 的 数 处 处 连续 ,上 而 在 这 些 鲍 外 点 ,wu (7) 
有 第 一 类 间断 点 ; 此 外 ， lim ut{ 1) 及 lim x (+) 存在 并 有 是 有 限 数 . 
需 归 求 出 在 上 半 平 面 内 的 有 界 调 和 郁 数 xfz)， 使 其 在 实 轴 上 的 
非 例外 点 了 上 到 值 # (7) , 亦 即 使 

lim ulz)=ut{t) {Im =>0). 

我 们 应 用 上 段 中 的 结果 以 及 保 形 映射 解决 这 问题 . 在 上 半 

Z 平面 取 定 … 点 z, 作 分 式 线性 函数 


4 


它 把 Z 平面 上 的 点 z 及 z 分 别 遇 射 成 w 平面 上 的 原点 和 无 穷 远 
点 , 把 实 轴 Im Z = 0 映射 成 |w| =p .通过 这 一 瞎 射 ,wu (7) 变 成 
了 1 =p 上 的 函数 


“= Se ); 


它 在 上 | = 关上 除了 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 外 , 处 处 连续 . 应 用 
上 跋 的 结果 , 可 以 作出 在 1|m | <P 内 的 有 界 调和 国 数 we )， 使 其 
在 | 上 1 = 请 的 非 例外 点 取 慎 4 (6). 


由 此 可 见 ， 
-x 
cz- Fz ) 
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是 在 上 半 平 面 内 的 调和 函数 ， 且 其 在 实 轴 上 的 非 例外 点 : 取 值 
u(r). 
现 求 4(z) 的 表示 式 ,由 (3 .1)， 我 们 有 


u, (0)= 让 | ui (pe™ jdop， {4 .2) 
其 中 1 一 了 
pe”=p 1 
w=u(z) ,up er)}=ut(t). (4.3) 
了 是 
一 
et 一 二 . 
fi—2 
在 上 式 两 边 取 对 数 ,然后 求 微分 , 即 得 
i 1 2ydt ， 
| 一 一 生 )o- (2 让) 
[{—2 [—Z (1f— xX) +y (4.4) 


把 (4 .3) 及 (4 .4) 代 入 {4.2),， 我 们 有 . 


_1 和 pdr 
if 一 二 | u(r) (i 


(z=x+ iy,y>0). (4.5) 
这 就 是 上 半 平 面 的 普 阿 松 积分 , 正 是 我 们 所 要 求 出 的 解 ， 
由 于 TT 


1 
-Re 了 3， 


了 
(一 半天 十 天 


这 时 的 希 巨 尔 兹 积分 是 


Ar 一 一 -一 -一 一 一 
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了 一 阅 


ro- 二 | .Cd . (4.6) 


它 也 称 为 希 水 伯 特 积分 ， 要 这 积分 收 合 ,内 设 w (1} 有 界 还 不 能 ， 
还 要 假定 当 门 | 一 区 时 , 蛆 数 共有 某 些 性 质 ,例如 4 (7) 趋 于 0 的 
速度 不 慢 上 -让 
例 求 在 上 六 平面 内 调和 的 函数 ,使 其 在 实 铀 的 -绒线 段 (x ,) 
上 上 取 值 1 , 而 在 实 轴 下 其余 各 点 取 悄 0 . 
由 (4.5)， 所 求 的 函数 是 


月 
1 pat ,1 有 一 过 XX 
= | Hx 人 7 arctg 了 ) 


z 二 X 二 六 ,yy 0). 


(x>0). 


如 果 4#[ 进 由 2 一 & 与 z 一 B 这 两 向 量 与 x 轴 所 夹 两 角 bg。 与 ph 
便 可 以 写成 


wz)= -eu - 包 
天 开 


{图 53) . 四 此 , 因数 21z) 等 
于 由 虚 对 线段 (x ,8 ) 的 视角 被 
xz 除 . 在 这 里 希 豆 尔 兹 公式 也 
适用 ,由 这 公式 得 
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习 题 八 


] . 没 国 数 六 z) 在 区 域 呈 内 解析 ,而且 不 等 于 和 地 . 直接 计算 证 明 : 在 Dp 
内 .AInlrci=DAlreii>D， 

2 . 求 .解析 函数 . 使 其 实 部 为 e (xcos py 一 siny). 

3 .起 求 形 如 ax’ 二 Bx 和 十 ex 十 南 ? 的 最 -有 般 的 调和 函数 其 中 sg .Be 及 dd 

4 . 设 次 变数 实 慎 邹 数 fx ) 是 在 0<|zl<pt<e+ce) 内 的 有 性 调 和 
函数 , 让 有 明 适 当 定 儿 #w 从 ,0) 后 ,w(x 3 ) 起 在 |z| <p 内 的 涛 和 欣 数 ， 

5 ,试用 调和 国 数 的 中 值 公式 ,证 明 


| In (1—2rcos 0+r M0=0, 
0 


其 中 一 j<r<1.， 
6 ,证 明 : 如 果 在 整个 z 平 面 调 和 的 请 数 gz 是 有 界 的 , 那么 wu(z) 恒 
7 . 试 求 在 单位 加 盘 内 的 调和 函数 ,使 其 在 单位 圆 的 … 段 恶 二 取 值 1, 而 
在 加 上 上 余部 分 取 值 0. 
8 , 试 求 在 上 半 平 面 内 的 议和 本 数 wtz )， 使 其 在 实 办 上 上 取 值 如 下 : 


0 ， 当 1<--1 时， 

utd * 当 一 1<t<0 时 ， 
(vy -+o 当 0<rs<1l 时 ， 
0， 当 t> 1 上 时 ， 


9.f1) 设 ftzj) 在 |z| xp 上 解析 ,并 且 没 有 零点 ,那么 当 z=re?， 
0gr<p 时 ， 


2 | 
. _ ] - 部 {(p*— rd 
Inirz1= FE 
DGD Dr | tn lf (pe™ )| pr -2prcos tp—0)+r 
这 里 对 数 取 实数 值 . 
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(27 变 f(z 在 1=1 
限 序 询 中 各 出 秽 几 次 . 站 


mk ), 


re 


| nlf (pe®) 
- 0 


In 1 三 3 


甩 P 上 中 弛 , 江 且 有 零点 要 态 bb ， 


由 中 零点 与 极 贞 缉 在 | <p 内 ,并且 各 按 其 是 儿 阶 在 二 列 两 有 


Orep .并 县 了 天 本 及 bs 了 时 存 二 1 2， 


2r 


(p2— 2 dp 
(op—0)+tr 


< 
六 一 2pIeos 


p (一 ) | 


和 


这 里 对 数 取 实数 什 ， 


—a 一 | 


| 
二 Kl 


上 列 公 式 称 为 莹 聊 挫 一 启 森 公式 , 成 称 为 厅 望 林 纳 公式 . 它 在 亚 纯 闭 


A 


一 一 一 


5 作用 . 

10 , 设 实数 值 戎 数 a(z) 在 1z| 过 1 上 连续 ,在 1zi <1 沦 轴 和 ,证 盟 
2)= 上 Se ue dt 
竹 |=|<1 册 ,Ref(z)=nt{z). 


企 |=1 <[ 内 和 解析 ,计时 
在 1 < 内 解析 ,在 is| 立 ;i 


il . 谨 复 数值 国 数 
|z|<1 内 ， 
站) 


12. 设 ftzl 是 在 


上 连续 , 正明 在 


十 = 
7 一 = 


) (e” ei. 


1 2 
-去 


区 域 D 内 的 正 调和 函数 ,并 且 设 |: 一 zo <p 是 DD 内 


任 - 闭 贺 盘 . 
(证 明 当 [|z 一 3 &p 时 ， 
Pp—|2—ay p+ 1= 一 20 > 
p+iz—znl Hi{sn) 人 Eu ) a p— |z~ zol utzn). 
2) 证明 当 |z 一 | 万 p 叶 ， 
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一 21z 一 20|afzo) 和 ifz) 一 (所 21z—z0 la (zn) 


pilz—z0l p—)z—2z0l 
由 此 导出 
[er 
Ax ay 2 p 


(3) 当 DD=G 时 ,w(z) 恒 等 于 一 常数 . 
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第 九 章 “多 复 变 函数 
1. 初步 性 质 


1 . 解析 函数 ， 柯 西 公 式 ”在 本 章 中 , 我 们 介绍 多 复 变 解析 
国 数 的 一 些 初步 性 质 . 多 复 变 函数 是 当前 正在 深入 研究 的 一 个 课 
题 . 对 于 它 , 还 设 有 形成 像 单 复 变 国 数 那样 系统 、 完备 的 理论 ， 
由 于 它 在 物理 学 及 数学 其 他 分 支 如 偏 微分 方程 ,调和 分 析 及 数论 
等 方面 的 应 用 , 对 它 的 研究 愈 来 愈 显 示 其 重 娄 性 . 多 复 变 函数 论 不 
是 单 复 变 国 数论 的 坦 接 推广 , 其 本 身 具 有 许多 新 的 特点 ,并且 涉 
及 许多 新 的 问题 . 请 参看 中 国 大 百科 全 书 , 数学 ,第 145 一 150 页. 

为 了 避免 复杂 的 记号 , 本 章 仅 限 于 讨论 两 个 复 变 数 的 函数 ; 
但 有 关 讨 论 不 难 转 移 到 任意 有 限 个 复 变数 情形 ， 

考虑 集 

C= 1{ {2, ,22)|a 及 zeB1}. 

设 ( 人 oo)e Ci,re(0, 十 oo0), 集 


Bl(a, wr)= (za, 2,)e Ee? Vi m+ zol <r} 
及 

Pla opt r) ={ (2 ,2, )e@|lz a 1 <r 有 isl <r} 
分 别称 为 以 (o ,oz ) 为 中 心 ， 7 为 半生 的 开 球 及 开 双 圆 盘 ， 或 者 称 
为 (ol , x, ) 的 邻 域 或 > 邻 域 ， 

有 了 邻 域 ,就 可 与 第 一 兴 $2 中 一 样 . 定义 C? 集中 的 聚 点 、 
内 点 ,边界 点 , 扳 立 点 以 及 开 集 、 闭 集 、` 界 集 , 区 域 等 . 由 于 
Pa oir/y 2 J Bos oir)c Pla, or), 

无 论 取 B(&i, mo; 7) 或 Pfeoo; 门 作 为 邻 域 ， 所 得 上 述 各 项 的 定 
浆 都 是 一 致 的 . 我 们 也 可 定义 芯 ? 中 的 连续 曲线 为 连续 映射 [0,]] 
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i 
— 


两 揽 变 函 数 蚌 从 名: 中 一 个 集 E 到 的 映射 w=f(z, ,2z,)， 
与 单 复 变数 函数 情形 一 样 , 也 可 根据 一点 的 邻 咸 定 闵 极限 . 连续 性 、 
一 臻 连续 性 等 等 . 

现在 引进 两 复 变 解析 阔 数 的 定义 ， 设 f(z , z,) 是 在 区 域 D 
(c 82 ) 内 确定 的 单 复 值 图 数 ,并且 设 (有 ,sz? )eD, (zt0+Az， 
zx 十 Az;) ED, 如果 


fz AzZ ,20 +Az) ~— 720), zt0)) 


= Azi + mAzt+ o(VIAz | +|Az,l? ) 
(VIAzl+IAzh 一 0)， 
其 中 加 及 zx: 是 复 常数 , 那么 我 们 说 jz ，z ) 在 (zi0，zo) 可 微 . 
有 了 两 复 变 沙 数 可 微 的 定义 , 第 二 章 第 2 段 中 单 复 变 国 数 解 
析 的 定义 就 可 逐 字 逐 句 转移 到 两 复 变 国 数 ; 也 可 引用 “全 纯 ”等 
术语 . 
由 这 一 定义 可 网 : 如 果 f(z/,z,) 在 也 内 有 连续 的 偏 导数 


- 及 -处 ,那么 f(z,,2) 在 DD 内 解析 .因此 ,多 硕 式 就 是 
多角 析 汪 和 ， 称 为 局 * 下 的 一 个 整 函 数 ， 
设 f(z1, 二 ) 在 区 域 D 内 解析 . 由 上 述 定 文 ， 这 国 数 在 五 内 过 
续 ， 并 有 卫 有 一 阶 位 导数 ， 即 分 别 对 z 及 z, 解 析 ( 第 二 章 ): 我 们 也 
可 把 这 -论断 作为 解析 函数 的 定义 ， 由 以 下 $2 中 哈 托 格 斯 定 
理 ， 在 这 定 闵 中 还 可 除去 函数 在 D 内 连续 这 一 条 件 ， 
与 第 二 章 第 3 段 中 一 样 , 可 以 导出 两 复 变 函数 可 微 及 解析 的 
柯 西 ~ 歼 曼 条件 . 
定理 1.1 设 函 数 .12 ， 2 = pi Xs py) + v(x, 了 1， 
2 所 ) 在 区 域 D( CE) 内 确定 ， 其 中 xX: 一 了 ez 
pi = Imz (k=1 ,2), w(x, Ja) 一 Re ，2)，D(x sy,, 
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= Im am)， 那么 f(z ;,z;) 在 点 (zi , > ) 可 微 的 必 槛 与 
充分 条 件 是 :在 点 (zi 35) (Xp; X32 及 D(X Da] 
可 微 , 并 且 
Bu Bo Bu 
Ox Oy ~ Oy 


=- 53. (k=1,2), (1.1) 
jx 


定理 1.3 设 函 数 /(z) ,z=u {xp Xs pj) +tiv(xi ,pi 
:3 sj 在 区 域 忆 (= 去 2 ) 内 确定 ,f(z, , z,) 在 区 域 D 内 解析 的 必 
要 与 充分 条 件 是 :w(x mmP) 及 co) 在 万 
-内 可 微 , 而 且 在 DD 内 {] .1) 成 立 . 

条 件 (1 ,1) - 般 称 为 初 此 - 歼 曼 条 件 ， 

上 面 已 经 讲 到 ,在 两 复 变 数 解 入 函数 中 ， 适 当 确 定 一 个 复 变数 ， 
这 明 数 就 成 为 男 - 复 变数 在 适当 区 域内 的 解析 函数 ， 由 柯 西 - 
获 曼 条 件 也 可 看 出 这 -- 点 . 

栖 西 定理 可 以 推广 到 两 复 变 及 多 复 变 情形 ， 但 情况 比较 揽 
条 . 现在 我 们 在 比较 简单 的 情况 下 证 明 柯 本 公式 如 下 : 

定理 1.3 设 D 是 &? 中 的 一 个 区 域 , f{z, , z,) 在 DD 内 解 桥 . 
设 (& ,gy)eD,pl 及 p,>0 ,并且 双 图 盘 

Plas Ws prs py) ={ (2 zo) sl <p, (k=1,2))} 
的 闭 包 cD. 设 C=C(a, ;pi Pp2) = {5s 2) ze mor|=p 
(k= 1,2)}， 那么 ，Y (zi, zj)ePlo ai pp， 


有 CA 
/21 ,22) 【2757 | (01— 2 (tz) 


dl (0, Cd" 
一 [5 -#1 = 上 一 下 [l= ty— 2 ’ (1 .2) 
2 2 . 


本 把 | 其 一 的 = 由 表示 为 闲 一 央 十 pre 中 .定义 


| 人) 2 TCF 转 下 页 著 注 ) 
} 
C 


好 [一 2 位 2 一 2 
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Jo fz 2) _ mn | {bb J de de, 


0 2 Oz ~ (2xiY? 2 i 2, YT 
= at ,de 
-| i Ca) 人 ，(1.3) 
ed -| =p, 2— 2 


这 里 的 曲线 积分 都 是 沿 反 时 针 方 向 取 的 . 

证 取 定 2 满足 |z-%|<pj. 在 1z 一 %|<p， 上 ,函数 
站 (zi, 名) 对 z, 解析 . 于 是 当 |z, 一 ws| <ps 时 ,关于 对 > 解析 
的 这 一 函数 , 我 们 有 


-1. f(z ,62) de 
7 人 :一 27i | aot ™ py a Ul “4) 


"f(z), z,) -中 | /Gd 0 5) 
tt- | =p 


BZ D7 (Oi 
取 定 2， 谐 足 |z,— a < pp;. 在 |z, 一 oi| SEDI 上 ， 国 数 六 2 ， 


2 ) 及 对 3 解析 . f(z, ,z, ) 对 z 的 解析 性 是 明显 的 ， 


至 于 二 对 z 的 解析 性 , 则 可 由 下 式 导出 : 


( 上 接 上 页 脚注 》 
和 和 ro0TAe Ta2+Pe opaet edb dh 


-| | {ut pe tl zl M+ pye Tz] 


其 实 部 及 蕊 部 都 是 两 实 蛮 连续 纺 数 的 一 重 积分 ， 它 们 吕 然 可 化 为 重复 积分 如 {1 .2)、 
(1 .3) 中 积分 的 意义 仿 此 . 
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BlzitAz zs) _ f(z 2)) 1 
0 2 0 元 Az, 


有 十 1 
2 Azl 2 Zz2)" 


-去 | La+Aza ty) -fab)) ,de 
li2-22|=py 


因此 当 |2z 一 xj1<p; 时 ,关于 对 zi 解析 的 上 述 函 数 , 我 们 有 
Flz ,2,)= 去 | Cm)d (1.6) 
li ~a1l ps 


27i 1 一 2 
及 
DT 2 0 A ,2 1 二 
和 jn 8 码 Ga 
(1.7) 


结合 (1 .4) 与 41 .6) 以 及 (1.5) 与 (1.7)， 就 分 别 得 到 (1 .2) 
及 (1.3) 

由 定理 1 .3 可 立 划 推 出 : 

系 1,1 在 定理 1 .3 的 假设 下 ,我 们 有 柯 西 不 等 式 : Vv(z,， 
2) EP ooiplypz)， | 


Brafz ,7,) miniM 
00,1. ). 1.81 
Er prps ( ). 


其 中 MM=max {|f (zi,z)|a xl =pi, (k=1,2)). 
系 1.2 设 f(z ,z,) 在 区 域 D( = C? ) 内 解析 ,那么 f(z 2) 
在 D 内 有 任意 阶 偏 导数 . 
从 柯 西 公式 (1 .2) 中 , 已 可 看 出 两 复 变 与 单 复 变 情形 的 一 个 
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重要 区 别 . 我 们 知道 ， 


GP{a ,os; pip2)={ (21, zo) zo =p, (k=1,2)} 


|z 一 | = Pi ， |z,— ,| <p;} 


Ut (21 2 ) 


WJ{ (2, ,2)| lz ~ !l<p) + | 2 一 2 二 月 > }, 


由 (1.2), fz;,z) 在 区 域 已 (xl os ;pi pa) 内 任 一 点 所 取 的 值 ， 
可 以 只 肯 一 部 分 边界 上 的 值 表示 出 来 , 与 单 复 变 情形 不 相 类 似 . 
2 . 数 项 与 函数 项 级 数 ”二 重复 数 项 序列 就 是 


{op ee (m,n=1,2,3,..). 


设 ce 人 ,如果 We>0，,， 习 Ne 计 , 使 得 Wm 及 n>N， 
lo,.,—o| <e， 


那么 我 们 说 { 0 } 有 极限 0 ， 或 者 说 cow。} 是 收敛 - - 重 序列 ， 并 
且 收 合 于 5g， 记 作 


lim 0o,.,=0. . (2.1) 


人 


如 果 序 列 { c。 } 不 收 化, 则 称 {c。 /发 数 ,或 者 说 它 是 发 散 二 重 
序列 
”关于 两 个 收敛 复数 序列 相应 项 之 和 、 差 .、 积 . 商 所 成 序列 的 
结果 , 也 可 推广 到 二 重复 数 序 列 . 


(2 .1) 称 为 { om 上 的 二 重 极限 . 对 这 序列 还 可 引进 二 次 极限 
lim lim om 及 lim im gm, 当然, 这 两 极限 也 不 一 定 存 


mt 二 过 


设 {x c 6 QU,k=1,2,3,…)， 二 重复 数 项 级 数 就 是 
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国有 


Xi {2.2) 


与 这 级 数 相对 应 , 作 二 重 序列 1 o,, } ,其 中 
0 = ox {mn = ,2,3,..). (2.3) 


ji 二} k=] 
如 果 这 序 到 用 绕 ,那么 我 们 说 级 数 (2 .2) 收 人 鳅 . 如 果 序 列 1 6, } 
的 极限 是 o ,那么 我 们 说 级 数 (2. 2) 的 和 是 54， 或 者 说 这 级 数 收 
敏 于 0， 记 作 


> #0 
j= 
如 果 序 列 【ecw } 发 散 ,那么 我 们 说 级 数 (2 .2) 发 散 . 
不 难 按 8 一 N 的 说 法 叙述 一 重 级 数 收敛 的 定 区 . 
由 (2.3)， 当 mm 及 n>1 了 肝 ， 
d= Tt 一 可 一 本 


到 一 1 一 | 


为 此 当 级 数 (2.2) 收 化 时 ， 
im om =0. (2.4) 
关于 收敛 复数 项 级 数 各 项 乘 以 同 - -常数 ,以 及 关于 两 个 收 敏 
复数 项 级 数 的 和 与 差 的 结果 , 都 可 推广 到 二 重 级 数 情 形 , 
柯 西 收敛 个 理 可 推广 如 下 : 
级 数 (2 .2 ) 收 襄 的 必要 与 充分 条 人 忻 是 : Ye>0,3Ne 计 ,使 
得 vm 及 n>N,p 及 gqg=1,2,3,-…， 


PT 一 | 天 一 上 有“ 


项 zt ot > <e, (2.5) 
Emt+l k=n+ 1 了 一 用 十 工友 一 . 
钙 明 与 一 般 纵 数 情形 相似 : 先 就 x,e 民 时 求证 ,然后 导出 
时 的 相应 结果 ， 
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现 对 级 数 (2 .2) 引 进 绝对 收 语 概念 . 如 果 级 数 


2 lal (2.6) 
jk=1 
收 化， 那么 级 数 (2 ,2 ) 称 为 绝对 收敛 
由 柯 西 收敛 原理 , 如 果 级 莪 位 .2) 绝 对 收 证 ,那么 它 一 定 收 
化 . 
关于 绝对 收 全 级 数 , 有 下 列 结果 : 


如 果 级 数 (2 ,2 ) 绝 对 收 化 ,那么 
> i -y > i -7 > Org (2.7) 
j=| j=1 k=1 AL jl 
-> > Ci» (2.7) 
昌 == 稼 上 + j= 


如 果 级 数 (2 .2 ) 绝 对 收敛 ， 那么 级 数 各 项 实 部 及 虚 部 分 别 构 
成 的 级 数 绝对 收敛 , 因此 只 须 证 明 (2 .7) 及 (2.7 /) 在 nueR 时 
成 立 . 又 因 当 oe 民 时 ,它们 分 别 可 以 写成 两 个 非 负数 的 差 : 


SA 一 (onl + ) 一 方 (lanl — x ] ， 


所 以 只 须 对 于 xx> 0 情形 证 明 (2.7) 及 (2.7 人 ， 
现 设 wu 0 .并 且 设 级 数 (2.2) 的 和 是 n， 先 证 明 (2 .7). 
由 于 Ym 及 n>1,》 a SoyY a < 可见 Vj21, Yo 
k=1 i=1 k=1 
收 化 ;VE> 1 ，》 ww 收 化 , 由 二 重 级 数 收敛 的 定义 及 柯 西 收 和 
原理 ，ve>0.3N>0 ,使 得 Ym 及 n>N,p 及 g=1,2,3,…， 
我 们 有 
by y wol<s (2.8) 
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以 及 (2.5); 由 于 wu> 0 ,这 时 有 


ba Wik 


j=1 =#+} 


弄 二 由 


> 2 


友 一 上 了 一 骨 十 ] 


6, 上 ， 


在 -中 合用 9 +o ,各 有 
6. {2.9) 


jg 
k=1 j=m+1 


由 (2.8) 及 (2.9), 当 mm 及 n>N 了 时 ， 
2 oI 2 你 


PT 
|s 
jt 本 i ji! 1 


六 | 大 = 如 +1 


+| 5 


一 , 


于 是 (2 .7) 中 第 -个 等 式 得 证 ; 同样 证 明 第 二 个 等 式 ， 

为 了 在 之 0 情形 下 证 明 (2 .7 个 ， 只 须 注 意 当 nn 之 2 时 ， 

[wa [Ln 向 一 
Ww oy % < 7 a 
i=l k=1 p=2 jtk=p =1 k=1 
其 中 [x] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 . 

我 们 可 以 证 明 : 在 we >0 情 形 下 , 如 果 (2.7) 及 {2.7 中 
任意 一 个 级 数 收 化 , 那么 其 余 三 个 级 数 一 定 收敛 ， 并 有 等 式 成 立 
因此 在 xue 情形 下 , 如 果 (2.7) 及 (2.7 人 四 任意 一 个 级 数 
绝对 收 和 就 , 那么 其 余 三 个 级 数 一 定 绝对 收 化 ,并且 等 式 成 立 . 

设 函 数 户 : E( cc 62 ) -总 (人 1 2.3,…) .显然 可 以 
给 出 二 重 函 数 项 级 数 


>» fe CZ1» 1) {2.10) 
了 二 一 上 - 


在 三 上 收 笋 及 一 致 收敛 的 定义 ， 并 且 可 以 证 明 : 


2 


如 果 二 重 正 项 级 数 
j=] 
路 伍 并 且 (3 ,22) Et "viRket I 2 ee: se }， 


| fi (2 ,22) | 去 如 站 ? 


那么 级 数 (2 .10) 在 请 上 一 致 绝对 收敛 . 
与 单 变数 情形 同样 证 明 : 设 国 数 广 (zi ,= ) 在 区 域 或 亲 区 域 
五 (c CB ) 上 连续 , 并 且 (2.10) 在 上 一 致 收 伊 ,那么 和 请 数 在 
五 上 连续 . 也 可 同样 征明 关于 邱 数 项 级 数 逐 项 积分 的 定理 . 
3 , 品级 数 与 大 级 数 展 式 ” 现 研究 一 类 特殊 的 二 重 解析 确 数 
项 级 数 即 二 重 吕 级 数 . 或 称 为 二 重 泰勒 级 数 
ox (21~— ZY (2, — 2401)*, (3.1) 
二 二 四 
其 中 复 变 数 (2 ,zy) eB ,zf ,zf ，% 是 复 常数 .我们 要 证 遇 ， 
一 般 二 重 阁 级 数 在 一 定 的 区 域内 收 伍 于 一 个 两 复 变 解析 函数 :区 
一 方面 ,在 G7 中 一 点 解析 ( 即 在 这 点 的 一 个 邻 域内 解析 ) 的 两 复 变 
国 数 在 这 点 的 一 个 邻 域 内 可 以 用 二 重 才 级 数 表 示 出 来 : 
先 研 究 级 数 (3 .1) 的 收 敏 性 , 为 此 ,引进 下 列 阿 贝尔 定理 : 
定理 3.1 如 果 对 于 级 数 (3.1)，3 引 nn 及 村 >0(M 与 
了 .无 无关) ,使 得 


lo my 和 SR MOKR=01,2,), (3.2) 
并 且 如 果 正 数 < 六 正 数 <r 那么 在 五 {zb .zi; ,+) 
一 (1 (222 2 一 2 和 1 一 2 上 ,级 数 (3.1) 一 
致 绝对 收 笋 . 
证 当 fzl ,zyEPfzo 205 nn 六) 时 ,我 们 有 
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| te 《2 一 2 (2,— z0')| 


= 12 一 现下 


(ny 


因此 (z) ,z,)eP (zp 时， 级 数 (3 . 1) 一 致 绝对 收敛. 
为 了 研究 级 数 (3 . 1) 的 收敛 性 , 作对 应 的 实 系 数 二 重 蜂 级 数 


不 


> lonlri rt, (3.3) 
直 


j= 
其 中 六 及 户 是 实 变数 . 
用 C， 表 示 实 平面 上 第 一 象限 n 兰 0 , 闫 关 0, 并 且 令 
F = fpJeO |G .3 ) 收 伍 ) 
用 4 表示 了 的 所 有 内 点 构成 的 集 . 
设 恒 及 记 是非 负 实 营 数 . 用 柯 西 一 阿达 马公 式 , 可 以 从 级 数 
y Ignit ss 及 by EE 


了 天 = 


确定 射线 户 = 丰 六 及 吕 =ntn, 记 宕 0) 与 了 的 交集 . 显然 ,这 
交集 或 者 只 会 一 点 (0 ,0)， 或 者 是 从 (0 ,0) 出 发 的 一 个 线段 . 
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关于 级 数 ( 3. 1 ) 的 收 伍 性 ,我 们 有 : 

定理 3.2 如 果 (n ,np)e A, 那么 对 于 |z 一 2 加 | 和 1 ,|z, 一 
2 | 所 ,级 数 (3, 1) 一 致 绝对 收效 . 如 果 (12 一 2 ,|z, 一 z01|) 
E A= 人 (0A ,那么 级 数 (3.1) 发 散 . 

证 如 果 (n,n)eA,3(n EA, 使 n < < 
于 是 之 lard Yn + 00, 从 而 oa 有 (和 一 
0 一 十 %) 因 此 (3 .2) 碱 立 .由 定理 3 .1 ,定理 3 .2 的 第 一 部 分 
得 证 . 

对 于 第 二 部 分 ,只 须 证 明 :如 果 对 于 二 关 zi 2 天 3100， 级 数 
(3 .1) 收 和 伍 , 那么 (|z 一 z0,|z,--z0)eA. 

设 z2 一 2 刀 一 ietfz 一 zzz0,9Es8)， 并 且 我 们 设 级 数 


2 YK 收 化 考 
Tk rk 
虑 之 [a | Fr * 可 见 在 实 平面 上 点 (| z1— 2z01 了 | 2 一 型 ] ) = (2 
一 zP|,t 1z 一 2 ) 的 任何 邻 域内 , 有 一 点 (1 in 站 ,在读 点 
lal yOun <Too， 
因此 (2 一 2 ,|z, 一 zeA .证 完 . 
出 定理 3,2,v(n ,nn) eA ,在 PLz0，zo ,np) 上 ,级 数 


(3 . 1) 一致 绝 对 收 敏 ， 从 而 其 和 乓 数 f(z) ,2 ) 在 已 (zf0)，z10;， +， 
六 ) 上 连续 . 根据 关于 单 复 变 的 结果 , 适当 固定 z, , 级 数 (3 .1) 可 


逐 项 对 z, 求 偏 导 数 , 可 以 看 出 , 求 导 后 所 得 级 数 的 和 函数 4 


在 五 (zo) ,zxo) ;mn ,x 》 上 连续 . 关于 让 也 有 类 似 的 结 了 
是 我 们 有 : 


定理 3.3 Y(n ,+) eA ,级 数 {13 .1 ) 的 和 函数 
fa sa) waa ya (03.4) 


0 
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在 BCz0， zy ; n,m) 上 解析 ,并 且 -及 -外 - 可 由 (3.4) 
了 


中 的 级 数 逐 项 求 偏 异 数 而 得 . 
二 重 知 级 数 在 适当 区 域内 表示 解析 国 数 . 相反 地 我 们 有 : 


定理 3 .4 设 函 数 /zi ,zj) 在 P(zn0，z25 7)={ (21 2) 
1 一 2 之 ;此 二 1 ,2 } 内 解析 ,那么 在 P (zz ,所 ) 内 ， 


fz) = ( 2 ) a ,03.5) 
ED 


站 当日 下 jlk! 
其 中 
Of 0 f(z ,7,) 
dz{f dz 大 6 zi O28 -1 , = 


证 yt{z sz)EP(zY，z0 ,pT )，37 和 使 得 1z 人 
一 2 所 <n (k=1,2). 由 于 f(z,z,) 在 P (z0), 2 为” 
人) 上 解析 , 应 用 定理 1 .3 ,就 有 


:_», 1 f(t ,kd de, 
/71 2 = (2xi)’ || (EE (3.6) 


其 中 C=C(zo，z0; pp) ={(z, ,2 ) 
2)}. 
当 (t 


|z— z040 =r (kK=1, 


2 — 210) 


浊 - <1 (1 ,2) .因此 
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1 - 
(一 3 ‘NE — ) 


加 1 
(一 2 ] 0 | 
站 一 2 2— 2 


ta: (人 一 2 人 — zk 
一 一 > _ “| 一 :22 - 


,eo (1 — 0 +! (一 ZJ “ 


上 臣 丰 边 前 级 数 当 ( ,5) EC 时 一 致 收敛 . 把 它 代入 13.6) ， 
逐 项 积分 并 应 用 定理 1 .3 . 就 得 到 (3 ,5) . 

(3 .5) 称 为 f(z ,二 ) 的 二 重 泰 勒 级 数 或 二 重逢 级 数 展 式 . 

与 单 复 变 情形 -- 样 ， 结 谷 定 一 3 3 及 3 了 4 可 宽 谓 数 /> ， 
2) 在 一 点 (z0Y，z91) 解 析 的 必要 与 充分 条 件 是 : 在 (zx ，zl0)) 的 
某 - 邻 域内 , 这 函数 有 (3 .1 ) 形 的 二 重 需 级 数 展 式 . 

在 单 复 变 情形 , 由 解析 冰 数 的 震级 数 展 式 可 导出 零点 的 孤立 
性 . 可 是 在 两 复 变 情形 却 没有 相应 的 结果 , 例如 从 简单 的 解析 本 
数 zz, 就 可 看 出 这 一 点 . 


$2 . 险 托 格 斯 定理 


4 . 奥 斯 古 德 定理 ”我 们 知道 , 在 两 复 变 解 析 函 数 中 适当 固定 
任 一 个 复 变 数 , 这 少数 就 成 为 另 一 复 变数 的 解析 函数 . 下. 哈 托 
格 斯 证 明了 有 关 首 定理 成 立 . 在 此 以 前 ,FF . 奥 斯 古 德 站 附 加 条 
件 下 证 明了 有 关 结 论 . 在 本 段 中 , 先 证 明 奥 斯 古 德 定理 , 在 下 段 
电 , 再 应 用 它 证 明 险 托 格 斯 定理 , 为 简单 起 见 ， 不妨 对 中 心 在 (0 ， 
0) 的 双 圆 静 情 形 作 出 证 吉 . 

定理 4.1 设 函 数 1/(z ,z,) 在 双 辆 嚼 P(0 0; pi pa)( pi, 
p>0) 内 确定 ,并且 满 足下 列 条 件 : 
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1) was 满足 1z0 < 之 p(s :2 ) 在 1z | <P 内 解析 ; 

2) wz 满足 1z01<p ,f(z101， zj) 在 1z,| < p, 内 解析 ; 

3) f(zi,zw) 在 P(t0,0; pi;pP1) 内 有 界 , 亦 即 93M el(0， 
二 )， 和 使 得 yV(z1 ,zje P(0,0;py py 2 地 ， 那 
么 六 (2 ,2) 是 在 己 (0 0; pl ,Pp;) 内 的 两 复 变 解析 沙 数 . 

证 先 证 明 f(z,z) 在 PI0,0:pi,p;) 内 连续 ,YY(z,z,) 
eP(0,0;py,p2), 可 取 吉 > 0, 使 得 | 有 | 生产 二 (k=1.,2), 
取 (21 +Az :25 十 态 z,)eP(0.0;r ;7;) ;我 们 有 


2 Az)— f(z , 2)=f (2 + AZ 2+ Az,) 


f(z + Az,. 
—f(zt Ass 57)+ f(z Az 7) —f lz, 23) 
-1 (2 -| 1 -1 
2 A | TADY Ea ke 


1 l ! 
+ 2 | | ii (zt Az,) S14 | 


| 有 
由 此 可 导出 : 当 Az, 及 Azj-> 0 时 ,上 式 - 0. 因 此 f(z,,z,) 在 
PO :0 Pl ;中 任何 点 (zi :2 连续 。 


wy Et0,pj (K=1,2) , 令 
C=C00.0nn)= {C0 =n {k= 1 ,2)}. 


当 (z ,7 )e P00:n ,+ , 我 们 有 下 列 等 起 : 


de fC ,ead 


fC ad 
(CZ) 2z) le él} ts— 2 


= | 人 2 必 = (2Xi)f {2 ,3 
Isl = 1 


31 am 
. (4.1) 
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另 一 方面 ,Ya ,zj EP(0,0;n ,tr), 


0 
隐 (&1— 21)(62 22) 


本 10 
-| ED) (EE) 


_ 辟 fd Ad, Yj, 
-2 (TT Et! ja 2 (4.2) 


比较 (4.1) 及 (4 .2), 可 见 f(z 5) 在 已 人 0 ,0 入 ) 内 可 展 
开 成 基 级 数 . 由 于 在 (0 ,ps ) 全 = 1 ,2) 内 的 任意 性 , 定理 4.1 
得 证 . 

现在 证 明 奥 斯 十 德 的 男 一 定理 . 

定理 4.2 设 画 数 /{z, ,z,) 在 双 加 盘 P(0,0;p, ,pi)(p， 
p>0) 内 确定 ,并且 满 足 定理 4.1 中 的 假设 1) 及 2)， 那 么 在 
包含 于 P{ 0 ,0 ;pj ,p; ) 中 的 一 个 区 域内 , f(z 2) 是 两 复 变 解 析 
画 数 . . 

证 ”WYz, 满 足 |z,| <pP ,并 且 任 意 取 定 p,€{0 ,p1). 令 

F,={z,|z,| <par M(a) Sn} (n=1,2,..), 
其 中 
M (zn)= max! {f(z ,2 )1}: 
不 难看 出 : | 
a)jFichc.. chc.: 
b) 是 -- 闭 集 ， 


oO FE,={allal<p,}. 
a=1 : 


现 证 明 习 F, ,其 中 包含 - 圆 盘 z 及 其 边界 . 假若 不 然 ， 设 闭 
图 盘 c c [2 < p;}, 那么 在 在 闲 圆 区 cc, 使 得 门 
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= 人 W. 同 样 , 存在 闭 圆 益 cy = ci， 使 得 go 门 一 人 .以 此 类 推 ， 

我 们 得 到 一 个 闭 圆 盘 序 列 { cj 其 中 mscc， 

0 门 忆 = (n=1,2…). 取 2 兴 ?eg ; 设 z 晨 序列 { 丈 全 的 一 

个 聚 点 . 于 是 z ee ,从 而 z 全 天 .因此 二 (天 , 即 得 一 
n= 


矛盾 . 
这 样 ， 我 们 证 明了 习 瓦 ， 使 得 瓦 ， 包 含 一 个 圆 盟 及 其 边界 ， 


也 就 是 zeETr: wz 满足 1z | 所 p11F{z 2 所 向. 于 是 消 
数 fz, ,2 ) 在 双 圆 盘 


{ (|lai < “ET 


内 有 界 . 由 定理 4.1,f(z, ,z,) 在 这 双 圆 盘 内 解析 . 证 完 ， 

5 . 险 托 格 斯 定理 ”现在 先 证 明 两 个 引 理 , 其 中 第 一 个 引 理 的 
证 明 要 用 到 “ 实 变 函 数 " 课程 中 将 要 讲 到 的 勒 贝 格 测 度 和 积分 理 
论 ， 
引 理 5 .1 设 级 数 


om 


f(z sz) = Br (21)24 “(5.1) 


天 一 


所 


满足 下 列 条 件 : 
2) gi (z1) 在 区 域 D (cf ) 内 解析 ; 

b) 当 z,=z 针 ,级 数 (5 .1) 在 帮 内 收 合 ; 

C) 当 z= 2 ( 关 0) 时 ,级 数 (5 . 1) 在 DD 内 一 个 圆 盘 |z, 一 201 
<p 内 一 致 收 误 ， 
那么 当 z, 满足 |z| <|z | 时 ,级 数 (5.1) 在 |z -zol<p 内 
一 致 收 艇 ， 其 中 p, 是 小 于 p 的 任何 正 数 . 

证 为 简单 起 见 ,不 失 一 般 性 ,可 设 -1 =0. 令 1z?Y|=5b， 
1z, 和 =8B. 先 证 引 理 中 的 结论 在 1z,| < 时 成 立 . 由 cc ) ,Yes>0， 
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3N>0, 使 得 Yn>N, 当 1z1<p 时 ， 
PASE | < 3 

于 是 

| 人 (zz ) "| a 


亦 即 


gz) (2 #1 < 
故去 有 此 一 于 一 上 


18 (z1) 5 <e. | (5.2) 
因此 取 定 z, 满足 1z,i <5, 当 n>N,|z,1<p 时 ， 
|g, (Cz) < (|z (Ab )"e, 
从 而 级 数 (5 .1) 在 lz| <p 内 一 至 收 钱 . . 

如 果 45 之 8, 引 理 已 得 证 : 现在 只 需 对 bp<B, bxlzl <8 
情形 作出 证 明 . 由 (5,2)， 3N, >0， n> Nlalep, 从 而 
lzlp 时 

|g, (zi)| < hb ($5.3) 
另 一 方面 , 级 数 f(z ,2 在 1z1=p 上 收 和 化 ,因此 Yzi 注 
是 |z|1=p， 3N, 一 Na lz 1 当 n> WN, 时 ， 

lg,(z21)| 8B". (5 .4) 

令 . 
@,-{allal=p, ig, (a)>B™"} 


= (ial=p, nlg,(a)l+InB>0 }， 
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我们 有 5 下 > 显然, 及 全都 是 121=P 
上 的 勒 贝 格 可 测 集 . 因为 级 数 f(z, ,zs 在 1z11=p 上 收 钙 ,所 
以 1z1|=p .上 的 每 一 点 水 能 属于 无 穷 个 8,, 从 而 


人 5.=9. 
n= 
朵 此 得 
lim mS,=lim m0,=0， (S$.5) 
这 里 m 表示 勒 风格 袜 度 . 
作 在 1z,| <p 内 调和 , 在 1z| <<p 上 连续 的 调和 现 数 p ,(z)， 
使 得 


二 Inig (zjHinB, {lz|l=p,zeQ,), 
weo-| ($5.6) 


0， (al=p ,7€ ©,). 
因此 在 |zi<p 上 ,of(z) 宕 0， 
邻 


Vile)= nlg (dl +nB- 9,2). (5.7) 


显然 , 当 ia1=p 时 ,一 os 加 (2) <0. 现 证 明 在 闲 圆 益 
1z | <p 上 , 这 不 等 式 仍然 成 立 . 以 g (2 ) 在 |z1| <p 上 的 各 个 
用 点 为 心 作 小 圆 , 使 得 在 这 些小 加 上 ,(5 .4) 成 立 , 并 且 使 得 它 
们 不 相交 且 不 互相 包 食 ; 在 1z| <p 内 除去 以 这 些小 圆 为 边界 的 
闭 罗盘 后 ， 得 一 区 域 尺 .于 是 由 (z1 ) 是 在 R 内 的 调和 函数 , 而 在 R 
的 边界 上 , 光 ,(z) <<0. 因此 在 R 内 包 有 这 一 不 等 式 . 注意 到 上 
述 小 圆 可 取得 任意 小 ,可 见 在 1z | <p 上 


wy,(z) <0, (5.8) 
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下 面 只 考虑 mp> N, 情形 ,由 (5.3) 及 (5.7), 在 |z,|=p 了 上 上， 
Ogw,(z)<In BB-—inb. 
因此 由 普 陪 松 积 分 , 当 1z11 所 r<p 针 ， 


2 


1 ;地 (p:—|z 12)a0 
0< 0,2) | Pulpe ) ra [zicos (0 — argz) 


1 p+tlal _ 
< 也 pol (In B—lnb jmo,. 


由 (5.5), ye>0, 3N >0, 当 mn> |z|gr 时 , 
Og p, (21) EE, 


由 (5.7) 及 (5S.8), 当 n>N 1 sr 时 ， 


一 00 专 T inlg,(, )i+ln Bee, 


1g, (Cz)| < (和 号) ， 


由 此 可 见 , 当 |z1< 2 时 ,级 数 (5.1) 在 13 1 和 r 上 一 致 收 伍 ， 
由 于 = 可取 为 任意 小 的 正 数 .> 可 取 作 任意 接近 p ,证 完 . 

引 理 $5.2. 设 函数 f(z ,z,) 在 双 园 盘 P(0,0;pj,p) (pl; 
pP>0) 内 确定 ， 并 且 满 足下 列 条 件 : 

1)f(z 2) 是 P(0,0:p,p ) 内 的 两 复 变 解析 范 数 ,其 
中 0<p <pa; 

2) yz 满足 1321<p, Fn"，z) 在 12|1<p 内 解析 ， 
那么 f(z, ,z,) 是 P(0 ,0 ;pi ,p;) 内 的 两 复 变 解 析 函 数 . 

证 由 1 个, 在 P(0,0; pj,p2 内 ， 
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从 而 


7 ,za = ok ET 2 = Be (z 2 ， (35.9) 


j=0 | 


其 中 


+ 开 


gx (21) = mai (5.10) 
了 一 
在 |zi|<p 内 解析 . | 
vz 满足 12 <py Wp 6 (0,p0), > gi (2 )(20): 
k=0 


在 1zi| 专 pi 上 一 臻 收 敏 . 
由 2)， vz 中 福 是 10 | <p) ,f(z ， 三) 在 |zj<p, 时 


解析 . 而 gr (zf ) 下 在 jz, | < pp 和 内 收 化 于 (2)， 2,)， 于 
是 在 [21 < ps 内 也 收 得 于 lzo， 2 )， 因 此 Ys 满足 1af 
< 在 |a|<p 内 收效 、 

不 三 和 


由 引 理 5 .1 , 对 任何 到 满足 121 <12a 小 ,三 gi (z1)zx* 在 


jz | <p1” 上 一 致 收 全 ,其 中 p, 是 小 于 的 任何 正 数 ， 因此 
ve>0,3N>0, 当 n>N, lal gpr 时 ， 


阿 ge 人 2](za 六 | < 一- ,从 而 1 (a)l|zs ”< 


令 
c=max{ |g.{(z)|}, 
la] <p” 
M={c, ,cll ,ev 区 :| we 上， 
于 是 We 


cg MAzl’. 
对 于 (5 .10) 应 用 条 西 不 等 式 , 我 们 有 : Wi ,keN， 
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os 和 人 AP 和 本 


因此 当 jz| <p zi<jiz 时 ,(15.9) 中 二 重 级 数 一 致 绝对 
收 化 . 于 是 jz za) 在 P00 .03 | 中) 内 解析 . 由 于 让 及 | 
的 任意 性 , 3[ 理 5.2 得 证 . 

现在 我 们 可 以 证 明 哈 托 格 斯 定理 : 

定理 5.1 设 画 数 三 (z ,z,) 在 双 圆 盘 P(0,0;pi,p;) (pi; 
Pp;>0) 内 确定 , 并且 满 足 定理 4.1 中 的 假设 1) 及 2)， 那 么 
f(z 2) 是 在 10,0:p,p) 认 的 两 复 变 解析 函数 . 

证 ”考虑 双 贺 盘 己 (0 .0; pj;p2/3), 取 p'e (0,pi)， 由 定 
理 4.2,f 了 (zj,z;) 是 在 一 个 区 域 


{20052 ) zl <p% 1z,~ 0 <r)} 


内 的 两 复 变 解析 函数 ,其 中 国 盘 |z, 一 z3| <r 包 含 在 |z,| <p; /内 
由 于 f(z .%) 是 在 区 域 


{ (2 zo)lzl <p1s 12-2 <2p23} 


内 确定 并 且 注 足 定理 4.1 中 的 条 件 1) 及 2)， 由 引 理 $,2, 了 f(z， 
z,) 是 在 这 区 域内 , 从 而 是 在 :=0，, z,=0 的 一 个 邻 域内 的 两 复 
变 解 析 国 数 ， 再 应 用 一 次 引 理 5 .2 就 得 到 定理 的 结论 . 

我 们 知道 ， 在 区 域 D(c 5 ) 内 确定 的 单 复 变 解析 阅 数 ， 就 是 
在 也 内 处 处 有 导数 的 负 值 函数 . 根据 哈 托 格 斯 定理 ， 可 把 在 区 域 
D( < 二 G2) 内 确定 的 两 复 变 东 数 定 闵 为 在 D 内 处 处 有 一 阶 偏 导 数 的 
复 值 函数， 而 不 需要 求 它 为 在 D 内 处 处 可 微 ,或 者 在 D 内 处 处 
连续 、 并且 有 一 阶 偏 导 数 . 


习 题 九 


1. 设 筷 及 DD; 分 别 是 z 及 2 平面 的 两 个 区 域 ,并 且 { zt cD 
入 {cD mn=1 2.3，… ) 分 别 在 DD 及 DD, 内 有 聚 点 , 设 了 (z| ,z;) 在 
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Dx f(z; ziEDi ,ae 内 解析 ， 并 且 (2? )=0(m， 
三 14,2,…)、 求证 在 站 xx 疡 内 ,Fiz :223 0， 

2 .证明 关 于 商 倪 变 解 析 函 数 的 希 瓦 尔 慈 引 理 : 设 f(z ,z, ) 在 球 甩 : 
1= + zj < 1 内 解析 , 设 (0,0)= 人 090, 并且 |f (z 明 在 8 内 的 上 界 是 1 ,那么 当 


{71 ,22)e 8B 时， 
fila 2 Vs P+!z,l: _ 
如 果 当 (0 ,0) 关 {zl ,zy je 如 时 ， 
Ve HN TT 
那么 当 141<] A zw 站 + 1281? 时 ， 
Ge A = f(s a ). 
3 . 设 复 系数 策 级 数 


> Che 2" Ww 及 > [i 2 (z J Es ) 
EE pu 
全 十 无 
> Cm 最 A 。 
风 .用 一 昨 叶 二 看 


分 别 汪 是 
en! SE Cl an! EA Cnn=0,1 ,2,...), 
屠 么 后 聘 医 级 数 分 别称 为 前 两 每 级 数 的 控制 级 数 ， 
(1) 设 TT 


flz ww)=¥ Cra 2 
二 悦 
在 { (zw 上 zz| <r ,1wl ritr>0) 上 解析 ,求证 在 |z| <r,|w| < 内 ， 
了 tz iw) 必然 有 一 控制 级 数 ,其 和 为 
M 
few AMA 
其 中 好 是 … 正 数 . 


(2 证 明 在 ===0 的 一 个 邻 域内 , 微分 方程 
dw 一 
证 =F{(z,.w) 
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必然 有 解析 的 解 . 

3) 设 f{z ,w) 在 z=0,w=0 的 -个 邻 域 内 解析 . 证 明 微分 方程 

学 =7(z ,w) 

在 z=0 的 一 个 分 域内 必然 有 唯一 一 个 解析 的 解 w=g{z) 满 足 g (0)=0. 

4. 设 f(z1,z7) 在 球 环 5S: 产 <|z 上 十 | zy|? < 中 内 解析 ， 证 明 : 

(1) f(z 2) 可 以 解析 开拓 成 球 号 :12 + | 有 < 有 2 内 解析 的 函数 
g (21 92 } +: 

(2 两 复 变 数 的 解析 国 数 不 可 能 有 扳 立 奇 点 . 

[提示] 


g(z1,22)= -L A wd 


， 
271 WW 一 21 


其 中 y 是 圆心 在 0、 半径 为 p{YF-|zF <p<VR-izlY ) 的 图， 
1z21 <p .用 哈 托 格 斯 定理 证 明 g (z ,z,) 在 8 内 解析 . 
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附录 一 ” 集 与 逻辑 记号 


1 , 集 的 初步 概念 ”不 论 在 数学 或 是 在 日 常生 活 中 ,我们 经 常 
遇 到 集 这 今 概念 ， 此 外 ,在 数学 叙述 中 采用 一 些 逻辑 记号 比较 方 
便 . 本 书 中 要 用 到 关于 集 的 一 : 些 概念 和 逻辑 记号 , 这 里 对 它们 作 
一 些 简单 介绍 . 

所 请 集 或 集合 就 是 指 一 - 些 特定 事物 的 全 体 , 其 中 各 个 事物 称 
为 这 集 的 元 素 .我 们 常用 大 写字 母 4 ,B,C ,… 表示 集 , 用 小 写字 
”县 ea ,5 ,C，… 表示 集中 的 元 素 , 如 果 a 是 集 4 的 元 业 . 我 们 说 a 
属 干 乞 记 作 ze 4 ,反之 , 我 们 说 a 不 属于 4 , 记 作 eaE A. 

可 以 列举 集中 的 元 素 素 示 集 . 例如 含 元 素 a ,5 ,ce 的 集 可 
表示 为 {4 ,585,c}. 也 可 以 用 集中 元 素 的 特征 性 质 来 表 永 集 ， 
例如 10 ,1 ,2 ,3 可 以 表示 为 {mlm 是 整数 , 0<n 专 3}. 数学 中 

见 的 一 些 集 及 其 记号 如 下 : 

全 体 自 然 数 集 10 ,1 ,2 ,3 ,… 了 记 作 区 ; 

全 体 整数 集 {0, 土 1 , 土 2 , 土 3 ,…} 记 作 Z， 

全 体 有 再 收 集 {pl4 lIP 及 geZ， gy 六 0 } 记 作 地 ; 

全 体 实数 集 记 作 

全体 复 数 集 记 作 
不 信任 何 元 素 的 集 称 为 空 集 ， 记 作 吕 ， 

如 果 集 B 中 的 任何 元 素 都 是 集 4 中 的 元 素 ， 我 们 说 B8 是 4 
的 和子 集 , 或 者 说 4 包含 8, 记 作 4 二 BB 或 BcA .显然 ,AcA, 并 
且 多 = 4 .如 果 集 4 与 集 召 中 的 元 素 相同 , 亦 即 4 二 互 ,并且 
4cB. 我 们 说 4 与 BB 相 等 , 记 作 4=8. | 

如 果 集 已 是 由 至 少 属 十 4 及 B 两 集 之 一 的 一 切 元 素 所 组 扩 .. 
我 们 说 CC 是 4 及 8 的 并 集 ， 记 作 C= 大. 如果 集 也 是 由 工 
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属于 集 4 .又 属于 集 B 的 一切 元 素 所 组 成 ， 我 们 说 是 集 4 及 
集 B 的 交集 , 记 作 D4 门 B .如果 集 4 及 集 8 的 交集 是 空 集 ， 
亦 即 4 门 8= 多 .我 们 说 集 4 与 集 B8 不 相交 . 如 果 集 天 是 由 属于 
集 4 .但 不 属于 集 召 的 一 切 元 素 所 组 成 ,我 们 说 集 三 是 集 4 与 
集 的 差 集 , 记 作 五 = 4 一 吾 . 并 集 与 交集 的 概念 也 可 推广 到 任意 
有 限 个 或 无 穷 个 集 的 情形 , 例如 已 给 集 4 ,4,,… ,4,,…, 甚么 已 
们 的 并 集 记 作 U 4.; 它们 的 交集 记 作 A 4,. 如 果 4 二 B 且 4 一 8B 


称 为 甘于 有 4 的 余 集 ， 记 作 五; ;在 不 产生 洒 江 时 ， 世 可 记 作 素 
| 运算 {j 及 站 满足 集合 的 交换 律 、 结合 律 及 分 配 律 ， 

已 给 两 个 集 半 及 YY, 它们 的 积 的 定义 是 : 

XxrY={(x,y xe¥,yeY}. 
积 的 定义 也 可 推广 到 有 垦 个 或 无 穷 多 个 集 ， 

2 . 函数 与 陕 射 ” 设 三 及 了 是 两 个 集 . 使 所 中 任何 元 素 对 应 
于 了 中 一 个 确定 的 元 素 的 任何 法 则 , 称 为 在 大 上 确定 ,在 了 中 取 
值 的 一 个 冰 数 ; 集 克 称 为 销 数 角 定 义 集 . 设 了 是 这 样 的 一 个 国 
数 . 如 果 工 E 匹 ， 并 了 如果 是 了 中 与 x 对 应 的 元 素 , 我 们 说 ? 
是 x 关于 j 的 象 ， 而 x 是 y 的 原 象 ， 记 作 y= 了 f(x) .我们 包 说 六 
是 从 六 到 站 的 - -个 映射 ， 记 作 x hr f(x)， 也 可 简单 记 作 了 :六 
一 了 或 YY. 

如 果 了 = 芭 , 我 们 说 了 是 .- 实 值 国 数 . 如 果 天 = 届 或 六 ccR， 
我 们 说 /是 一 实 变 函 数 . 

设 了 ,YY ,Z 是 二 个 集 ,f:XY 一 了 ,g; 了 -ZZ 是 两 个 映 
射 , 即 从 XY 到 ZZ 的 映射 x Fr g (f(x)) 称 为 g 及 了 的 复合 陕 
射 , 记 作 g cf, 例如 设 XY=Y 了 =Z=R,/(x) = sinx， g (x) = x 
我 们 有 


(8 了 (xx)=Sinm2zxy Fg) (x)= sin x. 
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-一 般 说 来 ,g 。f 与 『。og 不 是 同一 上 映射. 

设 f: XX-> 了 ,如果 对 中 任意 两 个 不 同 元 素 关 于 /在 Y 中 有 
不 同 的 象 , 那么 我 们 说 f 是 一 个 内 射 . 如 果 了 中 任 一 元 素 在 XX 
中 至 少 有 一 个 关于 了 的 原 依 , 我 们 党 /是 一 个 满 射 ,或 者 说 它 把 
XY 映射 到 了 上 . 和 如果/ 既是 内 射 又 是 满 射 ,那么 我 们 说 它 是 一 
个 双 射 

“ 设 f: 一 了 是 一 个 双 射 , 任 给 yeY ,那么 有 一 个 并 且 只 
有 一 个 x e 瑟 ,使 得 y=/(x), 把 这 个 x 记 作 g(y)， 这 样 我 们 
定义 了 一 个 映射 g : 了 一 天, 称 为 了 的 效 映 射 , 记 作 广 :， 它 也 

是 一 个 双 射 , 设 xe XX. 显然 有 /1 (f(x))=x, 于 是 得 到 XY 十 
的 一 个 恒 等 映射 广 ! 。f= id : x I->x. 另 一 方面 ， 设 yeY, 则 
及 广 赂 7 , 也 就 是 得 到 f 。 广 = id，. 

以 上 涉及 的 是 元 素 的 象 ， 我们 世 要 考虑 集 的 象 . . 设 / XX 一 
7 ,大 的 子 集 4 关于 了 的 象 定义 为 


f(A4)={f(x)|xeA}. 


显然 ,f(A4) < 了 , Y 称 为 / 的 值 集 . 了 的 子 集 如 关于/ 的 
原 象 或 关于 逆 映 射 产 ! 的 象 定义 毗 

= Eeexvreoseh: 

广 !(B] 也 可 能 是 空 集 ，… ， 

集 是 数学 中 的 一 个 直 本 报 念 . 按照 法 国 布尔 巴 基 学 派 的 观点 ， 
数学 的 研究 对 象 是 具有 各 种 各 样 结构 的 集 . 例如 对 民 引进 满足 
交换 律 、 结合 律 及 分 配 律 的 加 、 减 、 乘 . 除 运算 , 师 引 进 一 种 代 
数 结构 , 它 就 成 为 实数 域 . 对 民 引 进 满足 某 些 条 件 的 距离 及 邻 域 ， 
即 引进 一 种 拓扑 结 神 ， 它 就 成 为 -- 种 特别 的 揪 扑 空间 和 诬 量 空间 、 
即 - 一 维 欧 氏 空 间 ,在 民 中 引进 满足 某 些 条 入 随 关 ~ 小 概念 好 
引 浊 下 种 左 天 络 移 , 它 就 成 为 有 序 集 和 有 序 空间 . 

3 . 远 辑 论 宣 ”在 数学 叙述 中 采用 > 牙 闭 辑 记号 比较 方便 . 
本 书 中 要 采用 这 些 记 号 , 在 这 里 对 它们 作 -此 简单 介绍 . 
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远 辑 中 有 两 个 常用 的 其 词 , 即 ”wy ”与 “ ”， 它 们 分 别 表 
示 “ 对 于 任何 " 与 “存在 着 ”. 设 集 EE= {0,1 ,2,3 ,8 小 .那么 : 
wxeE,x 8. 事 实 上 , 尘 于 EE 中 和 任何 元 下 x ,总 有 x 所 8. 
3xe, 使 得 3 志 x 所 4. 事实 上 ,E 中 存在 着 元 素 x, 使 得 
3 及 区. 
又 如 没 xiv f(x) (e 吕 ) 的 定义 集 为 [a,b] ,xoe(a,b), 那 
lm (x)=x (es 广 ) 的 定 闵 是 : 


20 ,5>0, 使 得 vxela,bl (m6, xoté) ~ 
{x0 ,lf (x)—a|<e. 

在 逻辑 中 常用 到 “蕴涵 ”和 “等 价 ” 的 记号 二 >” 和 “>*” 
已 给 两 个 陈述 或 性 质 P 及 P,.“Pj==P，" 表示 P, 将 酒 P,, 即 
由 已 可 导出 PP 二 3 " 表示 己 与 P 等 价 ， . 即 同时 有 了 P， 
一 > 已 及 P,< 一 忆 (或 P 一 Pi1)， 例 如 | 

YrxeR, x21=sxX>0; | 

| > Xx>0. 

多 辑 中 也 常 采用 否定 词 “' 非 ”. 设 P 是 一 陈述 或 性 质 .“ 非 
P 了 ”表示 陈述 了 或 性 质 了 不 成 普 . 许多 陈述 或 性 质 钱 足 “ 排 中 
律 ", 即 与 非 P 两 者 中 必然 有 一 个 ,并且 只 有 一 个 成 立 . 数学 
中 的 陈述 一 般 满 足 排 中 律 . 已 给 集 EE , 考虑 满足 排 中 律 的 性 质 或 
陈述 了 ,及 .Pi .如 果 呈 是 : . 
. .AxeE,P, 
那么 韭 P 是 : . 

"vxeE, 斐 P. 

反之 ， 如 果 P 是 : 

| vxeE, Pp,, 
那么 非 了 是 

习 xeE, 韭 Pj. 


应 困 这 些 原则 ,考虑 上 面 的 例子 P: lim ,f(x) =a, 那么 我 
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们 有 : 

非 P < 一 非 ( Ys>0， 35>0， 使 得 
wel[a,b (wo-éd ,xot6)—{xo}, |f(x)~al <e) 
< 一 8>0, 非 《35> 人 0, 使 得 
xrefab] N(x-6,xot6)— {x0}, [f(x)—al <e) 
4 se 交 0，Y6>0, 非 {使 得 
relablfN(xo—d ,x0+6)—{x0},1f (x) -ul <e) 
二 > > 人 ，V6>0 ,使 得 
3xela,b Neo-6 xot6)— {x |/ (x) -ols. 


习题 


1 . 设 4,5, 记 是 二 个 集 , 证 明 下 刚 等 式 : 
(DOAUBY C= A NB (IC); 
QANMNBINC=UAN BNC: 
(YA UBIN C= A OU 8 No; 
(4) AB)x C=(Ax CC) NBxC),; 
(SAUB)Ix C=(Ax CH Bx OC); 
(6) (4 (如 = 本 门 素 ,这 里 * 表示 余 集 . 
2. 设 广 Y- 了 是 一 映射 . 
{] ) 如 时 了 是 满 射 , 那么 对 了 的 任何 子 集 Z ,0 1(Z =2Z; 否则 对 
于 了 的 某 些 子 集 Z ,ff01(Z))z#2. 
[ 提示 ] 考虑 史 =Z CI-f(x}. 
(人 2) 如果/ 是 内 射 ,那么 对 对 的 任何 子 集 世 , 广 1((Z))=Z ;否则 对 
于 大 的 某 些 子 集 工 , 广 CCZ DJ) 产 Z ， 
[ 提示 ] 考 虚 Z={ x cc 二, 并 说 3xae 下 za 关 x ,但 (xy) 
=f (x1) ， 


3. 设 fx mx-l,gix tr 了 ,其中 x eRR. 求 1 咯 及 gof 
4, 设 fH 一 时 及 gg'i 一 放 是 两 映射 ,其 中 
fn 2 
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nn ( 当 n 为 偶数 时 ) ， 
| 要 十 1)72 ( 当 n 为 奇数 时 ) ， 


(1 ) 这 两 映射 是 内 射 , 注射 , 还 是 双 射 ? 
(2) 求 1 虽 及 gaof. 
5. 设 六 下 > 三 是 一 映射 .证明 : 
{1) 如 果 娟 及 B) 是 下 的 于 集 , 那么 
TBN BBN BY) BB Y= BA) B11), 
fF-B)=E-/ (8). 


(2) 如 果 有 44 及 41 是 EE 的 子 集 ， 那么 
fA AD=TOAIU TOAD SAN ANEFOADIN NN f(A41), 


并 且 可 能 有 fA 站 4 
[ 提示 ] 介 ) 考 虚 E= 民 , 4=[0,1), A4=[1,2 ,xm f(x)=1. 
6. 设 EE= {人 {0,1 ,4,8,12,14,17}， 下列 各 陈述 中 哪些 是 天 确 的 ? 哪些 
是 错误 的 ? 作出 每 -陈述 的 非 陈述 . . 
(1) YE Yi 
(2)3xeE 乒 使 得 一 荆 0; 
(vxeFE,x 是 偶数 : 
{4) xe 区, 使 得 x 是 偶数 . 
”7 .. 设 陈述 PF 是 “ 芷 何 正 整 数 可 写成 四 个 整数 的 平方 的 和 , ” 克 然 , 这 
-- 陈 述 不 平 确 . 试用 之 辑 记 号 当 出 P 及 非 记 ， 
8. 设 [gb] * 车 是 一 现 射 . 拭 用 闻 辑 记号 天 明 -f{x) 是 Ta,b]l 上 
的 一 致 巡 续 太 不 一 致 连续 函数 的 定义 .… . 四 
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附录 一 约 当 定理 


先 叙述 基于 复 平 面 :二 的 拓扑 的 -- 些 补 完 知 识 : 
利于 集 的 余 集 是 闲 集 . 闲 集 的 余 集 是 开 焦 ， 

2) 作 将 个 开 集 的 并 集 是 开 梨 ,任意 个 得 集 的 交集 是 闲 集 . 

3) 任 给 避 上 一 个 紧 集 4 人 及 一 个 闭 集 B# 名 ,车 4 门 
B= 人 D., 则 3ae 4 ,3be8, 使 得 lz-PBl= inf tla-bl) 
>0， 这 里 |> -有 | 称 为 集 4 及 集 加 的 距离 “” 

这 些 结果 的 证 出 在 一役 数 学 分 析 及 实 谈 卫 数 的 教材 中 都 可 技 
到 ， 

各 在 ?| 进 -个 定义 . 设 上 (对 信 ) 是 - -个 天 第 ， 设 G,G,,… 
G。 是 一些 非 空 的 连 遂 开 集 寻 -- 些 侈 域 ，. 5 N 0 二 (= 
2 ,… 关头 门 ， 并 且 G= U G0. 那么 0G， 'G, 称 为 开 集 G 
的 过 通 分 支 ， 

“ 药 匠 定理 ” 任 一 条 约 当 闭 曲线 把 复 平 面 分 成 两 个 没有 公共 点 
的 区 域 : 一 个 有 界 的 称 为 它 的 内 区 域 ,一 个 无 界 的 称 为 它 的 外 区 
域 ; 这 两 个 区 域 都 以 已 给 的 约 当 前 弘 作为 边界 . ~ 
”把 已 给 的 约 当 闲 曲线 记 作 J, 并 且 把 定理 结论 中 的 内 及 外 区 
域 分 别 记 作 万 及 DD, .我 们 要 证 明 人 一 了 恰好 有 陋 个 连通 分 支 D， 
及 Dp,. 有 即 


DTU DP=0,D (ND,=9, 


这 定理 的 证 明 分 上 下列 几 赦 进行 : 

0 ) 当 >” 大 简 单亲 多 过 形 时 ， "定理 成 

设 = 由 下 是 全 | .个 简单 闪 多 边 形 ， 
此 中 aa 是 它 它 的 顶点 . 取 定 x(z Oee . 并 设 问 基 a 不 与 


A 


诸 线 段 ol ay yy :dm 之 任 一 平行 . vze8 ,有 取 以 z 
为 起 点 . 且 与 向 量 x 平行 的 半 射 线 : 
H={ztian|teR, (>0}. 
定义 下 列 两 集合 : 
4={zjze6-J,H, 站 /= 或 含 偶数 个 点 }， 
B={z|ze®—/7, H, 门 7 含 奇数 个 点 }， 


其 中 在 计算 五 , 介 子 中 点 的 个 数 时 , 若 某 一 a,e 8, 但 了 . 则 当 后。 
在 a, 处 贯 滨 7 了 7 时 ,把 a 算 作 一 点 ; 而 当 以 a, 为 端点 的 的 两 个 
邻 边 在 五 . 向 一 制 时 , 把 a, 算 作 两 点 ， 

在 中 任 取 一 与 了 不 相交 的 线段 . 当 z 沿 着 这 线段 变动 时 ， 
妃 . 站 中 点 的 个 数 只 有 当 五 . 通过 .的 预 点 时 才 可 能 改变 . 但 
按 上 述 计数 规则 , 这 时 态 , 作 了 中 点 的 个 数 虽 然 可 以 变化 ,但 奇 
偶 性 不 会 改变 . 负 此 可 秃 , 若 工 < 他 -是 任 一 折线 , 那么 或 者 
记 王 4 ,或 者 工 cB, 从 而 4 中 的 点 与 8B 中 的 点 不 能 用 人 -J 中 
的 折线 来 连接 ， 

我 们 可 看 出 CGC 一 J=41] 8B,A 门 B, 基 上 且 4 及 上 B 都 起 开 
集 , 现在 只 须 证明 : 如 果 z 及 z “eA4( 或 8) ,那么 可 用 站 -了 中 
的 折线 把 > 及 z 连接 起 来 . 作 线 段 zz ” 如果 zz 站 J= 中, 那 
人 么 zz zz 就 合乎 要 求 . 否则 从 z 开始 ， 7 前进 到 zz “与 了 的 第 
一 x 亮点 邻近 ,不 与 了 相遇 , 溢 着 与 7 的 边 平行 的 一 些 折 线 前 

, 一 直到 zz “与 了 的 最 后 一 个 交点 邻近 , 然后 转 到 线段 -<7 "上 
来 了 过 到 ”这 样 就 得 到 连接 > 及 > 外 不 与 了 相交 的 … 条 折线 . 
于 是 4 及 五 都 是 区 域 , 县 不 难看 出 64 = 68= 7. (1 证 完 ， 

(2 ) 非 闲 的 约 当 曲线 7 不 能 把 芭 分 成 个 此 不 相交 的 区 环 . 

假定 这 命题 不 成 立 ， 设 的 端点 是 :及 B(x#B), 并 是 
把 刀 记 作 8 . 设 RI 是 立 -2 的 “个 连通 分 支 es 
dR ,= 0 op, 并 且 RR = R, : 这 1 芝 , 设 OO 是 开 集 芯 
的 一 个 连通 分 支 ， 那么 60= ab ca, ,B. 设 尺 是 开 集 已 (ou 
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0 ) 中 包含 R， 的 一 个 连通 分 支 .于 是 台 门 R= 多 , 即 双 民 屎 是 
人 一 ab 的 两 个 不 同 的 连通 分 支 

取 a 及 5 为 圆心 , 作 互 不 相交 、 内 区域 也 不 相交 ,年 与 ab 
分 别 交 于 z， 及 z 的 两 个 图 C, 及 C, ,使 得 全 | fz) 及 bz 
一 { 2} 分 别 包含 在 C. 及 C6 的 内 区 域内 ,这 里 引 42 及 

zap. 

取 a 及 5b 为 图 心 ， 作 分 别 包含 在 C。 及 内 的 国 Co 及 Cu 
使 得 CC, 个 b= CC, 个 人 到 = 儿 , 这 里 弧 zi 及 dcab. 

取 极 坐标 , 以 5 为 极点 . 设 了 (8 ) 是 以 (r ,0), (r,8+ 2x/3】 
及 (7 .0 一 2 x73) 为 顶点 的 三 角形 , 这 里 > 是 C 的 半径 . 跑 户 为 贺 
心 ， 作 半径 充分 小 的 图 CA 使 得 We[ 0 ,2x), cc 和合 在 了 10) 
的 内 区 域内 . 取 -点 沿 她 从 &b 向 a 运动 , 设 这 时 > 是 纱 与 Ci 
的 第 二 一 个 变 训 ,于 是 p2—{ z } 包 含 在 Ce“ 的 内 区 域内 ， 这 里 
bz c ab . 取 上 b 为 圆心 , 作 略 CA 使 得 az 站 Cy = 对 ， 这 里 人 < 起 
葵 取 上 6 为 圆心 ,作画 C . 使 得 它 在 种 a2 NC 
= ,这 里 42 cb， 

因为 上 及 ee 站 2R ,所 以 只 要 Ce 及 Ci: 沈 分 小 ， 习 折线 
bi ccR,2 折 线 如 Vc0， 使 得 不下 站 0’ =4, 人 
C=b (k=1,2). 那么 和 已 \) bib, UE | U oa 是 与 和 
(二 0) 不 相交 的 一个 多 边 形 P， 其 中 a a 及 bb 分别 是 加 Cv 及 
咒 C7 的 车 , 适当 选取 日 , 使 得 了 9)= 工 的 顶点 不 在 已 上 , 且 守 
本 身 术 含 P 的 顶点 , 设 开 是 了 及 己 的 内 区 域 的 并 集 , 并 且 令 
B=0W, 部 么 也 臣 -个 多 边 形 , 今 G= 8 一 (aj a 站 s—{a ,a 有 

由 于 如 bc 所, 我们 有 G 门 26= 人 8 . 另 一 方面 由 于 
G ap UT Uae RUTUEQ, 我 们 有 G 门 421 = .于 
是 G 站 = 9, 从 而 Gc -中 .因此 折线 G 连接 a (eR) 及 
a (EQ ), 而 QR- 名 .这 样 就 得 一 六 看 . 证 完 . 

系 设 卫 是 -一 条 闭 约 当 曲线 ,并 昌 诈 下 是 过 一 了 的 一 个 连通 
分 支 , 那么 5 J 
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我 们 知道 OcJ. 如 果 引 OQO 关 7, 于 么 3 cI(a#b), 它 
把 &. 一 J 分 成 几 个 连通 分 过 .这 与 (2 ) 相 矛盾 
{3) 当 J 了 包含 -… 段 直线 段 时 ， 约 当 定理 成 立 ，、 
。 设 儿 由 -个 直线 绒 5G5 及 一 个 弧 4 直 构成 , 听 昌 
aOp Nazba a.b 上 }. 作 一 个 圆心 为 0 的 加 ,使 得 以 它 为 边 押 航 
. 闲 贺 盘 与 ab 不 相交 . 设 C 门 565={ usej, 并 且 Ci 及 CC, 是 和 构 
成 忆 一 41u ,0 有 风 两 个 不 含 端 点 的 举 圆 关 ， 闭 么 一 J 中 受 有 折线 连 
接 CC 及 CC, 中 的 点 . 否则, 设 天 是 连接 pe CC 及 peC 的 这 样 
一 条 折线 . 且 可 设 天 在 避 的 内 民 域 以 外 ,. 海 肤 多 边 形 
P= [jpips, 线 段 pp; 把 以 C 为 边界 的 加 盘 分 成 两 部 分 , 分 别 包 
含 在 己 的 内 区 域 及 外 区 域内 ， 从 而 zx 及 ”分 别 属于 这 两 区 域 站 
是 连接 4 及 4 的 曲线 wa Uaxbh bv 必然 与 天 相交 于 - 
与 Kc6 一 4 这 一 假 谈 相 冰 证 .这样 就 证 明了 芝 一 v7 是 不 韦 攻 
的 ， 
现在 证 明 G 一 J 至 多 有 凑 个 连通 分 支 . 由 (2)? 中 的 系 , 设 吕 
是 任 -连通 分 支 , 则 6@ = 7 .我 人 QC (Cz 多 .由 于 
U Ge- ,如果 和 站 QO¥ 生 (=1,2)， 那么 Cs 吧 . 证 


完 


为 了 完成 约 当 定理 的 证 明 , 人 先 强 进 可 达 点 这 一 概念 . 设 G 
(cc6) 是 一 区 域 ; 且 pe6G. 如 果 有 一 约 当 曲线 有 厅 . 使 得 


pa -pcG ,那么 p 称 为 区 臧 万 的 可 达 点 ， 

不 难看 出 , 6G 上任 一 点 a 的 任何 邻 域 中 一 定 有 6 的 可 达 
点 .事实 二， E> 和 0 ,在 以 为 心 ， 以 :为 举 径 的 区 和 眉 刀 内 ， 
z eG . 作 线 段 zac DD, 那么 J MN ze 基 -- 有 界 闭 集 天 . 因此 
3z"e za 门 7 :使 得 jz 一 zj 恰好 是 下 及 = 的 距离 . 于 是 二 着 局 
的 .个 可 达 点 . 

知 末 2G 是 约 当 曲线 , 昼 么 0 每 一 点 都 是 可 过 点 ， 宴 
实 .| 人 -和 点 二 可 于 点 ， 填 是 由 第 六 章 中 定 坚 g. 1 和 
定 更 9 1 ,以 发 络 当 定 邵 ， 邯 亚 i -结论 。 
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(4) 约 当 定 理 成 立 , 

作 直线 | ,使 得 在 1 上 有 属于 J 的 点 , 并 且 使 得 ! 全 了 中 的 点 
多 于 一 个 , 但 不 形成 只 是 一 个 线段 . 取 zoe i 使 得 在 1 上 ,的 
画 便 都 有 7 站 了 中 的 点 . 于 是 ! 可 以 分 成 从 z 出 发 的 两 个 半 射 线 
i 及 三 .显然 .六 们 J 及! 站 都 是 非 空 的 有 界 闲 集 , 在 其 
中 分 别 有 与 攻 最 近 的 点 a 及 b .因此 线段 op 满 吓 ab 门 J= 和 {a,b} 

设 eae 及 az,b 是 汪 上 从 a 到 已 的 两 段 弧 ， 并 且 令 9= ab 
U dap 及 Sa5 azzb. 由 (3), 人 一 S 及 人 一 & 分 别 是 由 
两 对 不 相交 的 区 域 玉 , R 及 D,, 只 ;组 成 , 其 中 心 2 4a2b ~ ta， 
b}, Darb—{a:b}, 出 于 G-(5 U5)= 及 | 人 R, (J(D, 
全 了 2) , 我们 有 CE-7=(RUR Ua5 JUCD 人 D,), 其 中 
ab=ab {a.b}. 

不 淮 看 出 ， Ri UU RU 8 是 一 非 空 连 通 开 集 , 从 而 是 一 区 
域 , 此 外 ， 它 与 开 集 D, 门 D, 水 相交 ; 这 是 因为 (D, 门 D,)f(R 
UR, Ve (D; NN D; fN RYUCD, MN PN RIUD N DN 
ab )= 

现在 只 须 证 明 开 集 Di 门 D, 是 一 区 域 . 由 于 ze D, ,z, 有 一 - 
邻 域 包含 在 六 内 ; 另 -… 方 面 , 由 于 z,e 8 D,, 在 上 述 领 域 中 有 
-点 属于 DP; , 因 星 DD 站 D,*9.， 

最 后 证 明 D, 站 D; 的 连通 性 . 设 6 是 Dp 门 Dp, 的 -- 个 过 通 
分 支 ， 由 性 位} 中 的 系 ,8G=J， 

在 a 上 选取 G 的 可 达 点 a 及 忆 , 作 折线 95), 使 得 a 克 
站 /= [abi haba peG. 并 有 全 得 5 外 ， = 食 ， 这 
里 hai 及 bbc fad. 于 是 仿 = ‘ap la U me (Bh, 是 满足 

(3 中 条 件 的 一 条 半 约 当 曲 线 ,并 昌 Sc G Lj /ja5. 

如 时 万 及 无 是 一 -5 的 两 个 不 同 的 过 通 分 支 , 惠 么 因为 S 
含 有 G 中 及 ab 上 的 点 ,可见 吾 人 了 天 三 关 大 站 了. 

假定 DP, 门 忆 还 有 一个 连通 分 支 C ,并 用 6 门 G= 丰 ,天 么 
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Gi 门 5 人 ,因为 否则 Gc 一 $, 于 是 CGI= 妃 ,或 者 Gi= 帮 ， 
从 而 G 朋 了 郑 人 下 ,与 8G,= 7 相 了 矛盾 . 

注意 到 (D, 站 D,) N(R， U RUBj= 8 ,GcD ND,, 
T 见 GB Gg ,#R G6N Ss=6 Ns) 6 Na 
U ap LU ab) . 于 是 开 集 G， 必 会 aa Uj aD UB 上 一 点 ， 
因而 必 售 该 点 的 一 个 邻 瑾 亚 . 由 于 DcG, 并 且 za (Ubb, 06, 
可 见 VY 们 G 关 仿 . 但 VcG, ,这样 就 与 9G| 门 G= GZ 相 了 矛盾 , 因 
此 Di 六 已 没有 两 个 不 同 的 连通 分 支 , 从 而 是 一 区 域 . 证 完 . 

以 约 当 闲 载 线 为 边界 的 区 域 称 为 约 当 区 域 ， 
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索 引 


每 -术语 后 列 出 英语 译文 以 及 它 在 标书 中 初次 出 现 的 地 方 ， 举例 如 下 : 


区 域 , region, ,1 在 第 二 章 ， 第 1 臣 
集 , set:A 1 ,1 在 附录 一 ， 第 一 段 


双 曲 下 蚊 函 数 ，hyperbolic sine function; B [[ ，11 在 习题 -:， 第 11 题 


四 画 


无 穷 大 ，infinity 
无 穷 二 点 ，point at infinity 
无 穷 乘 积 ，infinite product 
元 素 ，element 
解析 国 数 ~- ，analytic fanction ~ 
区 域 ,region , domain 
内 一 ，interior 一 
外 一 ，exterior ~ 
有 界 一 ，bounded ~ 
无 界 ~ unbounded ~ 
单 连通 一 ，simply connected 一 
名 连通 一 ，mnultip[y eonnected 一 
约 当 ~ ，Jordan ~ 
分 支 、component 
连通 分 支 ，conmected component 
分 枝 ，branch 
单 值 连 续 琢 数 分 枝 ，branch of a single valved continuous 
function 
解析 函数 ~ .branch of an analytic function 
公式 ，formula 
中 值 ~~ ,mean 一 value 一 


IT ,3 
1,3 
N, 11 
AI，,1 
研 ，3 
IT ,5 
1,5 
1,5 
I ,5 
1,5 
1,5 
1.5 
AT 
A? 
,5 
I，S 
IT,，5 
但 ,2 


多 角形 肌 射 ~ ，polygon mapping ~ 

项 豆 尔 慧 一 克 里 斯 托 非 尔 ~ 、Sehwarz 一 Christoffel 一 
灰 望 林 纳 ~ ，Nevanlinna 一 

柯 西 ( 积 分 ) 公 式 ，Cauchy Untegral ] formula 

柯 丁 一 疯 达 蕊 ~ ，Cauchy 一 Hadamard 一 

普 醒 松 ~ ，Poisson ~ 

普 了 网 松 一 篇 森 一 ，Poisson 一 Jensen 一 

引 理 ，lemamaa 

希 豆 尔 兹 ~ ，Schwarz ~ 


可 这 点 ，accessible point 
可 导 ( 的 )，derivable 
本 微 (的 )，difierentiable 
边界 ,boundary 

一 对 应 ，comepondance of boundaries 
爱 肛 ,divergence 

人 的)， divergent 
平面 ,plane 

复 ~ 、complex 一 

上 上 半 一 ,upper 一 Dalf ~ 
下 半 一 ，iower 一 haif ~ 
左 半 ~ ,lef 一 half 一 
布 半 ~ 、tfight 一 haif ~ 
世 含 ,contain 

布尔 书 基 ，N.Bourbaki 
正规 族 ，hnormal fmily 


曲线 ，curve 

分 筑 光 谢 ~ ，piecewise smooth ~ 
光滑 ~ ，smootn ~ 
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VL9;AIL 
,2 

,2 

,4 

WY:9 

WY 1, I 1 ,2 
NY IY it 下 ,2 


中, closed ~ ， 1,5 
约 当 ~ ，Jeordalt 一 IT.5 
连 隶 ~ ，continuous ~ 工 .5 
简单 ~ ，simple 一 TS 
妆 效 ，convegehce N,N ,1; ,2 
~ {I } convergent Wi 
绝对 ~ ，absolute cenvergence RY. 1 
一 笋 ~ ，uniform ~ 人 ,2 
内 车 { 紧 ) 一 致 收 总 ，umifhrm convergence on every bounded 
closed region levery compac! vubset Jiin na Tegion ) iy ,2 
有 界 ，boundedness | 
~ {的 }，bounded, 1,4. 0,1 
内 便 ( 紧 下 - 煞 有 看、uniferm bouudedness on every bounded 
closed region {every compact subset } (in z region } ”7 
向 最 ，veetor 工 ] 
区 比 ，cross ralio V1 4 
间 伦 ，bhomotopy Nl,g 
一 (的) horootopic .8 
问 凋 homology HE 
“~ {的 ), homologous 旺季 
自然 边界 ，natural boundary 妞 ,2 
七 豆 
序列 ，sequence 下 ,1 
复数 ~ ，~ of complex numbers iy,l 
复 变 蜡 数 ~ ，-- of fanetions of a complex variable WW ,2 
站 重 ~~、double sequenee 区 ,2 
级 数 ，series | 
复数 项 ~ ，~ of complex ntnnbers DY, 
复 变 天 数 项 ~ ，~ of fonetions of a complex variabfe TY ,2 
PE ~ power ~ N33 
大 革 ~ ，Tayler ~ li, 4; Bs3 


了 7 了 


罗 朗 ~ ，Laurent ~ 
二 重 ~~ ，doubte series 
判别 法 ，criterion 
外 尔 斯 特 拉 斯 一 ，Weierstrass ~ 
条 件 ，condition 
柯 西 ~ 歼 曼 ~，Cauchy 一 Riemann 一 5 
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加 


空间 ，space， 
后 扩 ~ ，topological 一 
许 量 一 ，metric ~ 
有 序 ~ ，ofrdered ~ 
欧 氏 ~ ，Euclidean ~ 
法 则 ，criterion 
所 下 ~ ，Cauchy ~ 
达 上 贝尔 ~ ，d "Alembert 一 
定 捍 ，theorem 
代数 基本 ~ ，fundamentdl ~ of algebra 
外 尔 斯 特 拉 斯 ，Weierstrass 一 
刘 维 尔 ~ ，Liouvilke ~ 
米 涝 格 一 列 夫 勒 - ，Mittag 一 Lefer 一 
毕 卡 ~ 、Picard ~ 
约 当 ~ ，jordan 一 
单 值 性 -- ，monodromy ~ 
阿 贝 尔 第 一 一 ，Abel first ~ 
哈 托 格 类 一 ，Harto8s ~ 
柯南 一 ，Cauchy ~ 


同 伦 形式 的 柯 西 ~ ，Canchy ~ in a homotopie form 
问 凋 形式 了 鬼 柯 西 ~ ，Cauchy ~ in a bomologous 和 rm 


留 数 ~ ，residue ~ 
奥 斯 古 矢 ~，Os8good ~ 
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肯 笋 ， 和 netion 

三 大 ~ ，iTigonometric 一 

到 二 和 一 ，inyverse trigonometric ~ 

分 式 线性 ~ ，fractional jinear ~ 

没 曲 正 张 一 ,hyperbolic sine function 

双 曲 余 强 ~，hyperbolic cosine function 

可 微 ~ ，differentiable ~ 

可 导 ~ ，defivable ~ 

对 数 ~ ，logarithmic ~ 

王 弦 ~ ，sine function 

正切 一 ，tangent 一 

正 制 一 ，secant ~ 

有 理 ~ ，rational 一 

多 值 ~ ，multiple 一 valued ~ 

多 值 解析 ~ ，multiple 一 valued analytic fanction 

多 复 变 ~ ，fnction of several complex variables 

全 纯 一 ，holomorphic 一 

证 纯 一 ，meromorphic ~ 

划 狐 调和 ~ ，conjugate harmonic 一 

初等 ~ ，elementary ~ 

连续 ~ ，continuoas ~ 

余 荡 ~ ，cosine 一 

余 切 ~ ，cotangent ~ 

你 割 一 ，cosecant 一 

单 叶 ~ ，univalent ~ 

单 揽 变 - ，~ of a complex variable 
单 值 解析 ~ ，single- valued analytic ~ 
指数 ~ ，exponential 一 


原 ~ ，primitive ~ 
调和 -~ ，harmonic 一 
根 式 一 ，radical ~ 


AT，2? 
了 ,8 
H,8 
VI,3 

EN,11 
EH, 11 
I,2 
1,2 
I,6 
H,8 
,8 
I,8 
11,2 
I,5 
工 ,6 
,1 
了 ,2 
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悍 ,1 
IH,4 
IT,1 
TS 
IT,8 
TT,8 
VL1 
Il1 
1,6 
H,4 
亚 ,2 
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IT,7 
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解析 一 ，anaiytic ~ 
入 一 ，power ~ 
超越 束 -- ，transcendental entire 一 
辐 角 一 ，argurment -~ 
叉 一 ，entire ~ 
拓扑 ，topology 
实 ,real 
一 铀 ，~ axis 
一 数 ，~ number 


点 ，point 
内 一 ，interior ~ 
聚 一 ，~ of accummulatiun 
极限 一 ，limiting ~ 
扳 立 ~ ，jsolated ~ 


边界 ~ ，boundary ~ 
无 穷 远 一 ，~ at infinity 
有 限 ~ ，finite ~ 

枝 ~ ，branch ~ 


有 限 阶 技 ~ ，branch 一 of finite order 
无 穷 阶 枝 一 .branch ~ of infinite order 
正则 ~ ，regular ~ 

奇 ~ ，sjingular ~ 

托 立 奇 ~ ，isotlated singnlar ~- 

可 去 奇 ~ ，removable singular ~ 

要 ~ ，pole 

单 极 ~ ，simple pole 

n 阶 (四 ) 极 ~ ，pole of n 一 th order 
本 性 奇 ~ ，essentially singular ~ 

零 ~ ，zero 
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lV,8; 


n 阶 { 重 ) 零 ~ ，zero of n 一 th order I¥ ,5 


单 零 ~ ，simple zero Ds 
对 称 ~ ，symmetric ~ 5 . YI,4 
复 ，complex | 


一 平面 ，blane of ~ numbers 1.1 
~ 球面 ，sphere of ~ numbers 上 ,了 
一 数 ，~ number 1,1 
一 数 域 ，field of ~ numbers 工 ,1 
一 变数 ，~ variable I,] 
一 变 了 钞 数 ,，function of a compiex variable or several 


complex variables 了 ,1 及 ,1 
结构 ，structure 
拓扑 ~ ，topological ~ AI.,2 
代数 ~ ，algebraic ~ I,l 
有 序 一 ，ordered ~ AT.2 
映射 ，mapping HU,l;AT,2 
避 形 一 ，conformal ~ VI,2 
保 角 一 ，conformal ~ YI,2 
复兴 ~ 、composite 一 : AT,2 
着 ~ ，inverse 一 AI,2 
恒 竺 ~ ，identity ~ 点 工 , 2 
等 价 ~ ，equivalent ~ AI.,2 
相交 ，intersect AI.,] 
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慢 图 性 ，eircles - preserving property 可 :4 
保利 性 ，angles 一 Dreserving property | ¥Y,2 
轴 ，axis 
实 一 ，real ~ [,] 
虚 ~ ，imaginary ~ 1,1 
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部 ，patt 
实 一 ，real ~ T ,1 
应 ~ ，imaginary ~ 1 ,1 
要 ，reot 
n 次 一 ,nn 一 th ~ : [,7? 
原理 ，principle 
柯 枉 收敛 ~ ，Cauchy convergence ~ TY, 1; I ,2 
柯 西 一 致 收 敏 ~ ，Cauchy uniform convergenee ~ :2 
最 大 模 ~ ，maximum modulus ~ YI,6 
极 值 ~ ，extremum ~ 而 ,2 
展 式 ，expansion 
知 级 数 ~，power series ~ WY,4; ,3 
泰勒 (级 数 )~… ，Taylor (series ) -~ N43 
罗 朗 ( 绒 数 }- ，Laurent {series ) ~ I ,7 
无 穷 乘 积 ~ ，infinite Product 一 IY ,12 
部 分 分 式 ~ ，partial fraction ~ IY ,13 
十 一 夯 
集 ，set AI,l 
子 ~ ，subset | 
并 ~ ，union AT，I 
党 ~ ，intersection AIT,I 
差 ~ ，difference ~ AI,] 
余 ~ ，complementary ~ AI，1 
不 相交 ~ ，disjoint ~ $s AI,1 
空 ~ ，empty 一 AI，1 
雄一 ，component 
开 ~ ，open -~ I ,4 
国 ~ ，closed ~ 工 :4 
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紧 一 ，compact 一 


有 界 ~- ，bounded 一 

无 界 ~ ，unbounded ~ 

定义 ~ ，~ of definition 
财 辑 ,logic 


排 中 律 、law of excluded middle 
成 . field 


复数 ~ ，~ of complex numbers 
域 ，domain， 
定 多 ~， 一 of definition 
十 
属 [belong to 
割 线 ，eut 
显 志 ，quantifier 
十 
数 ，number 
实 ~. real ~ 


纯 虞 ~ ，pure imaginary ~ 
虚 和 ~ ,imaginary ~ 

复 ~，complex 一 

有 限 复 ~ ，finite complex ~ 
导 ~ ，derivative 

留 ~ ，residue 


出 


El 


器 


了 7 


外 国人 名 译名 对 照 表 


芬 尔 斯 特 拉 斯 KK .Weierstrass 
十 尔 萨 下. 全 oursst 

布 拉 施 殉 W. Blaschke 

布尔 巴 基 N.Bourbaki 

叶 尼 采 夫 斯 其 S.Janiszewski 
毕 长 ”E.Picard 

太 亡 山 尔 J.d” Alembert 

刘 维 尔 1 Liouvine 

米 塔 格 一 列 夫 勒 。 M. 与 Mittag 一 Lefer 
狂 里 克 菜 LL. Pirichlet 

克 里 斯 托 非 尔 EE. B. Christo 人 能 1 
陪 只 尔 ”N.H. Abel 

网 达 轧 ”J. Hadamard 

希 丰 尔 效 。H. AA. Schwarz 
欧 几 里 德 ”Euclid 

欧 拉 .Euler 

多 朗 P.A. Laurent 

奈 望 林 纳 ”R, Nevanlinna 

哈 托 格 斯 ”FF.M. Hartogs 
柯 西 A. lL. Cauchy 

莫 勒 拉 。G. Morera 

泰勒 ”B. Taylor 

维 典 利 GG. Vital 

普 阿 松 有 . D. Poisson 

奥 斯 十 德 ”W. FF. Osgood 
杯葛 部 A. de Moivre 

雅 可 比 CC.G.J. Jacobi 
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入 森 JL. Jensen 

蒙 达尔 了 .Montel 

区 下 与. 下 .BR. Riemann 
傅 娱 上, Rouche 
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